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PREFAŢĂ 


Această carte se adresează studenților de la institutele de 
învățămint superior tehnice și cadrelor didactice de specialitate, 
De asemenea ea mai poate fi folosită și de către stiulenţii şi cadre- 
le didactice de la alte forme de învățămint superior, materialul 
conținând algebră liniară, geometrie analitică, geometrie dife- 
pențială şi ecuaţii diferențiale. 

Algebra liniară este expusă în cinci capitole (Recapitulare — 
matrice și determinanti, Spaţii vectoriale, Transformări li- 
niare, Valori şi vectori proprii, Forme biliniare și pătraticej. 
Prin acestea se ating problemele de bază ale teoriei elementare 
a spaţiilor vectoriale, care au aplicații relativ imediate în dis- 
ciplinele ce se predau viitorilor ingineri. Punctul de vedere accep- 
iat în prezentarea notiunilor decurge din eaperiența căpătată de 

autori în orele de curs şi seminar și reflectă opinia materialelor 
bibliografice de referință, inclusiv a cursului de Analiză matema- 
matică care se predă în paralel. Informaţia este prelucrată cores- 
punzător nivelului anului intii de facultate, 

Geometria analitică în Ep cuprinde șase capitole (Vectori li- 
beri, Dreapta și planul în spaţiu, Schimbări de repere carteziene, 
Conice, Cuadrice, Coordonate polare și semipolare ). Prin confi- 
nutul acestor capitole se acoperă necesarul de noțiuni de geometrie 
analitică pentru viitorii ingineri, iar varianta de prezentare pune 
în evidență că vectorii liberi constituie un bun model-instrumeni 
atit pentru partea de geometrie cit și pentru mecanică, fizică ete. 
Conicele și cuadricele sînt privite ca mulțimi de nivel constant, 
fapt familiar celorlalți specialiști care concură la formarea ingi- 
nerilor, Reducerea la forma canonică a ecuației unei conice sau 
cuadrice este expusă atit cu ajutorul roto-translațiilor cît și cu 
metoda valorilor şi a veciorilor proprii procurată de teoria orme: 
lor pătratice. 

Geometria diferenţială este prezentată în patru capitole (No- 
tiună introductive, Curbe, Suprafete, Algebră si analiză tenso- 
rială ). Pentru o cît mai mare apropiere de Analiza matematică 


conceptele sînt expuse direct pe R°, modelul standard de spatiu 
euclidian (în special cazul n= 3). De asemenea se scoate în 
evidență că geometria diferențială elementară modernă folosește 
cu precădere concepiele de vector legat si cel de cîmp vectorial, 
instrumente de lucru accesibile la nivelul anului întîi de facultate. 
A vându-se în vedere formația unut viitor inginer, în primele trei. 
capitole se insistă cu precădere pe introducerea riguroasă a noțiu- 
nilor, pe aspectele locale şi globale ale teoriei curbelor şi suprafe-: 
felor, pe elementele intrinseci ale unei curbe sau unei suprafete 
şi pe formule de calcul. În capitolul al patrulea se expun elemen- 
tele de bază, introductive, ale algebrei și analizei tensoriale, într-o 
variantă care garantează generalitatea și aplicabilitatea concep 
telor. 

- Ecuațiile diferențiale sînt expuse în cinei capitole (Ecuaţii 
diferențiale de ordinul întii, Probleme si metode de rezolvare, Ecu- 
alii diferenţiale liniare, Sisteme diferențiale liniare de ordinul întâi, 
Linii şi hipersuprafețe de cîmp). Modelul de prezentare este 
relativ propriu, coerent cu restul lucrării, Se insistă atit pe intro- 
ducerea riguroasă a conceptelor cti şi pe metodologia de calcul, toate 
prezentate pe fondul de liniaritate specific cazurilor mai frecvente 
și mai bine cunoscute, 

În toată lucrarea exemplele și problemele care însoțese textul de. 
bază asigură o bună functionalitate şi garantează aprofundarea: 
noțiunilor. Unele dintre acestea au continut pur matematic, altele 
sint împrumutate din disciplinele aplicate. Terminologia și 
notațiile au fost selectate cu grijă pentru a se ocoli dificultățile de 
înţelegere ce țin mai mult de formă decti de conținut. 

Sîntem îndatoraţi autorilor citați în bibliografie, profesorilor, 
colegilor, studenţilor și familiilor noastre care ne-au influentat. 
modul de a gîndi și ne-au ajutat la realizarea acestei lucrări. 
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ALGEBRĂ LINIARĂ 


Capitolul 1 


RECAPITULARE: MATRICE ȘI DETERMINANȚI 


t.1. Fie Tä = i, Di 1, 2... m; j= 2, n}. Orice funcţie A definită pe Ig AK 
şi cu valori într-un inel se numeşte matrice de tip m x n, Valorile A{i, j)=a;; se numesc elementele 


matricei si tradiţional cele sint dispuse într-un tabel dreptunghiular cu m linii și n coloane 


üu Op Cyn 


A = | yg aa... Cop 


ami amg- - Ima 


O matrice de tipul m x n se mai numește şi matrice dreptunghiulară și prescurtat se notează 
prin A = [aj]. 

O matrice de tipul m X 1 se numește mairice (vector) coloană, iar o matrice de tipul 1 x n 
se numește matrice (vector) linie. Dacă m = n, atunci matricea A se numește pătralică, iar 
n se numeste ordinul matricei, 


1,2, Matrieca care se obține din A prin schimbarea liniilor în coloane (sau a coloanelor în: 
linii) se numeste franspusa mi A şi se notează eu tA. 


1.3, Fie [K unui dintre cîmpurile IR sau Œ; iar mya K) mulţimea matricelor de tipul m x re 
cu elemente din IK. Adunarea matricelor şi respectiv înmulţirea cu scalari se definesc ca la 
funcții; dacă A = [a,] și B = [b,j] aparțin lui Mmxa(B), atunci A + B= [a + Disl $$ 
respectiv kA >= [ka,j RE K. 

Adunarea matricelor are proprietățile 


A+ B= B-+AăĂ, 

(tA DD C=A+(8+0), 
A+O=A4, 

A+(—4)=0, 


unde O este matricea zero, iar — A este opusa lui A. 
Precizare. În cele ce urmează malricele au elemente din IK. 


1.4. Dacă A = [a,,] este o matrice de tipul m X n, iar B = [by] este o matrice de tipu 
n X p, atunci prin produsul celor două matrice sc ințelege matricea 


kii 
AB = [$ dia a] 
p 


1ł 


de tipul m X p. Înmulțirea matricelor are proprietăţile 
(ABC = A(BC), 
A(B + C) = AB + AC, 
(B + OD = BD + CD. 


Matricele X și Y cu proprietatea XY = YX vor îi numite comutabile. 
Produsul dintre un scalar și o matrice are proprietăţile : 


14 =4, 

(DA = KIA), 
(k + DA=KA+IA, 
KA + B) = kA + KB. 


1.5. O matrice pătratică A pentru care A = fA(A = — A) se numește simetrică (antisi- 
metrică). Orice matrice pătratică poate fi scrisă în mod unic ca suma dintre o matrice simetrică 
și o matrice antisimetrică. 


1.6. O matrice pătratică A = [4,4] care are proprietățile a;; = 0, i  j și d lașa ca ay # 0 
se numește matrice diagonală. O matrice diagonală în care a, = 1, l = 1, 2,..., n, se numește 
matrice unitate și se notează cu I. Avem IA = AI = A. 


1.7. O matrice pătratică care satisface condiția fAA = I se numește matrice ortogonală. 
1.8. Dacă A este o matrice pătratică, atunci puterile naturale ale lui A se definesc inductiv : 
A = I, A? = AA?” pentru n= 1, 2... 


1.9. Fie mulțimea J, = {2y da. - > €p} Oaplicație bijectivă o : J, —> J„se numește permutare 
a mulţimii J, Și se notează prin 


iat ( da dp se Ga ) 
o(%)  O(%2) ... a(4,) 
Signatura unei permutări o se defineşte prin 


o 


+1, dacă o este o permutare pară 
—1, dacă o este o permutare impară. 


1.10. Simbolul lui Kronecker, 
1, dacă i=j 
èj = : 
0, dacă izj. 


1.11. Presupunem că indicii i, i». - -> În ȘI ju J». - -> Jp iau valori din mulțimea {t, 2, ..., m), 
unde m > n. Definim simbolul lui Kronecker generalizat : 


0, dacă întregii (ip iz.. -s În) Sau (ji jJz-..sjp) nu sînt distincți, 


0, dacă întregii (i, iz,- in) ȘI (ao Ja) sînt distincți dar mulțimile 
{is iz. - În) ȘI {jo Ja,- - -> Ja} nu sint egale 


h TRAE 
dits Ja e, dacă întregii (ipis. --» în) ȘI (Jo jæ---»ja) sînt distincți, iar mulțimile 
fip iz.. es În) Si {Jo Jas» - -+ jn} sînt egale, unde 


.-(' in i 
j ae + În 
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1.12. Cu ajutorul simbolului lui Kronecker generalizat se definește simbolul e: 


ii. i iii 
1n za State. ..în 
g èt 


...” ? a Fe ARIE zii Fhada. 
şi se constată că 


i 


è i ta... 
shia...în Ciel = Spa 


1.13. Fie A = la;;] o matrice pătratică cu elemente din cimpul IK (numere reale sau com- 
plexe). Elementul din [IK definit prin 


» 
a E PNE» 
det A = gera "a 


a, nws a 
2j, ni, 
P e E i x" 


se numește determinantul matricei A și tradițional se notează prin |a;;| sau 


Cu Aig --- Ain 


Vectorii [ais Qio- -s Gin], i= 1, 2,..., n, poartă numele de liniile determinantului, iar 


vectorii [as Gaj >- -+s anj] j = 1, 2,..., n poartă numele de coloanele determinantului. 
Numărul n se numește ordinul determinantului. 7 


1.14. Dacă A este o matrice pătratică și tA este transpusa sa, atunci det A = det tA. De 
aceea orice proprietate referitoare la liniile unui determinant este adevărată și pentru coloane. 


1.15. (1) Dacă elementele unei linii (coloane) sint respectiv sume de cite doi termeni, atunci 
determinantul se descompune într-o sumă de doi determinanţi. 


(2) Dacă elementele unei linii (coloane) se multiplică cu tE [K, atunci determinantul se mul- 
tiplică cu (. În general det (tA) = ("det A, unde n este ordinul lui A și te IK. 

(3) Dacă într-un determinant se schimbă două linii (coloane) între ele, atunci se schimbă 
şi semnul determinantului, 

Consecinte: (i) Un determinant este nul dacă: are două linii (coloane) egale sau are două 
linii (coloane) proporționale sau una din linii (coloane) este o combinaţie liniară de alte linii 
(coloane). (ii) Valoarea unui determinant nu se schimbă dacă : schimbăm liniile în coloane de 
același ordin sau la elementele unei linii (coloane) adăugăm combinaţii liniare formate cu ele- 
mentele din celelalte linii (coloane). 


1.16. (Dezvoltările lui Laplace). Fie determinantul ja; de ordinul n atașat matricei 
A = [a,;]. 

Determinantul de ordinul n — 1 care se obține suprimind linia i și coloana j din |a;;| se 
numește minorul elementului a;; și se notează cu minor a. Numărul cot a, = (—1)iti minor 
4;; se numește complementul algebric sau cofactorul elementului a,;. 

Avem 


ELă Li 
5 Apa cot a; = Èp det A, 5) ayp Cot aa = Bg det A. 
Îl k=l 


1.17. Matricele pătratice A pentru care det A = 0 (det A = 0) se numesc nesingulare (sin- 
gulare). 

1.18. Fie A o matrice pătratică. Matricea A” care satisface condiţiile AAT! = ATIA = I se 
numește inversa lui A. 
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O matrice pătratică A posedă o inversă dacă și numai dacă det A 3 0. Această inversă se 
poate determina astfel : se calculează det A # 0; se face transpusa, tA, și reciproca AY 


At, 


(= matricea ale cărei elemente sînt cofactorii elementelor lui tA); A” = 
det A 


Inversa unei matrice are proprietățile : 


CA) = HA, (477 = A, 
(kA) = T AT, unde kE K—{0;, 
k 


(AB)! = BAT. 
Cu ajutorul inversei se definesc puterile întregi, negative, ale unei matrice nesingulare : 
AR = (ATI, n= 1, 2... 


1.19. Fie A = [a,;] o matrice de tipul m X n și p un număr natural < min {m, n}. Prin 
suprimarea în matricea A a (m — p) linii şi (n — p) coloane, se obţine o matrice pătratică de 
ordinul p al cărui determinant se numește minor de ordinul p al matricei A. 

Dacă A posedă un minor nenul de ordinul p, iar toţi minorii de ordinul p + 1 sînt nuli sau 
nu există, atunci numărul p se numește rangul lui A. Rezultă : 


rang A = rang tA, 
rang AB g min (rang A, rang B), 


iar dacă B este o matrice pătratică nesingulară, atunci 


rang AB = rang BA = rang A. 


1.20. Fie A = [a;j] o matrice de tipul m X n. Următoarele operaţii se numesc transformări 
elementare. 

(1) Schimbarea a două linii (coloane) între ele. 

(2) Înmulțirea elementelor unei linii (coloane) cu un număr nenul. 

(3) Adunarea la elementele unei linii (coloane) a elementelor corespondente din altă linie 
(coloană) înmulţite cu același număr nenul. 

Matricele obţinute din A prin transformări elementare au același rang ca și matricea A. 
Mai mult, în cazul în care A este o matrice pătratică nesingulară, inversa A”! poate fi obţinută 
cu ajutorul transformărilor elementare. 

1.21. Fie A = [a,;] o matrice de numere reale sau complexe, de tipul m X n, și ba, bgs.. 
<.. by nişte numere reale sau complexe date. O mulțime de ecuaţii de forma 


se numește sistem de m ecuaţii liniare cu n necunoscute «,. Printr-o soluție a sistemului se înţelege 
orice n-uplu (Tys Xes... 24) care verifică toate ecuaţiile sistemului. Matricea A se numește 
matricea coeficienţilor sistemului. 
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Fie B = î[b ba.. ba] Şi X = "a £o... £p]. Sistemul (x) este echivalent cu ecuația 
matricială (x) AX = B. Matricea [A| B] se numește matricea extinsă a sistemului. 

1.22, Sistemul (*) este compatibil dacă și numai dacă rang A = rang [A] B]. 

Dacă A este o matrice pătratică nesingulară, atunci (++) are soluția X = AIB, 


Capitolul 2 
SPAȚII VECTORIALE 


Ş1. Grupuri 


Prin structură algebrică înţelegem o mulţime pe care s-au definit un 
număr finit de legi de compoziţie şi de relaţii împreună cu proprietăţile 
lor. O lege de compoziţie poate îi o operaţie binară, trinară, ..., n-ară. 

Dependenţa structurilor algebrice cele mai des folosite este ilustrată 
schematic astfel 


SrL pA e 
E URan snel 


- corp 
Cimp 


Soatiu 
văctorial 


Înainte de a defini spaţiul vectorial — structură algebrică ce ne pro- 
punem să o studiem în acest capitol — reamintim prin definiţii şi exemple 
noţiunile de grup şi cimp. 

Fie G o mulţime nevidă. O funcţie definită pe G x G şi cu valori în G 
se numește operaţie binară pe G. O operaţie binară pe G se notează cu +, 
valoarea, ei se notează cu g,*92 şi se citeşte „9, compus cu g”. 


1.1. Definiţie. O mulţime G împreună cu o operație binară « pe G 
care satisface condiţiile : 


(1) Y 9 92 93€ G, gu(92*g3) = (9n*92)*9a 
(2) dee, YgeG, eg = g*e = 9, 
(3) Y geEG, 3 g'eG, gg' =g*g =e 


se numeşte grup. 


Un grup se notează fie prin (G, +), fie mai scurt prin G, caz în care opera- 
ţia binară se subînțelege din context. 
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Dacă YVg,, ae G, 9*9 = J»*9, atunci grupul G se numeşte comutativ 
(abelian). 

Elementul e care satisface (2) se dovedeşte a fi unic și se numește ele- 
ment neutru; elementul g' care satisface (3) se dovedeşte a fi unic deter- 
minat de g şi se numește simetricul lui g. 

Dacă + este o „adunare”, grupul aditiv se notează (G, +); atunci e se 
notează cu 0 şi se numeşte zero, iar g' se notează cu —g şise numeşte 
opusul lui g. Diferența gı — 9 se defineşte ca fiind suma gı + (—g92). 

Dacă + este o „inmulţire”, grupul multiplicativ se notează (G, -) ; atunci 
e se notează cu 1 şi se numeşte unitate, iar g' se notează cu 9”! și se numește 
inversul lui g. 


Exemple. Concretizind mulţimea G și specificind operația binară obţinem grupuri particulare. 
Astfel pentru următoarele exemple se pot verifica ușor axiomele de grup 


1) (R. +); 
2) (QNO. -); 


3) (G, *), unde G est e mulţimea matricelor 


1 0 0 1 0 — —1 0 
> 3 , „iar „ înmulţirea matricelor ; 
0 i —1 0 1 0 O —i 


4) mulțimea bijecțiilor definite pe A şi cu valori în A formează un grup în raport cu 
compunerea funcţiilor. 

1.2. Definiţie. Pie (G, +) un grup. O submulțime nevidă H a lui G se 
numeşte subgrup al lui G dacă Vg,, ae H, gı*92 € H. 

Interpretind definiţia putem spune că H este un subgrup algrupului 
G, +) dacă și numai dacă H este grup în raport cu =. 


Exemplu. Fie G = [R MO) și x înmulţirea obișnuită. Se verifică ușor că (1) numerele rațio- 
nale formează un subgrup, (2) numerele reale pozitive formează un subgrup, (3) numerele ira- 


tionale nu formează un subgrup. 

1.3. Definiţie. Pie (G, *) şi (Ga, °) două grupuri. O functie ọ: Gi —> Ga 
care satisface o(9,*92) = 9(9.)209(92); YJ Jae G, se numește homomorfism. 
Un homomorfism bijectiv se numeşte izomorfism. 

De cele mai multe ori grupurile izomorfe se identifică. 

Dacă Gi = G, şi x So, atunci în loc de homomorfism spunem endo- 
morfism, iar în loc de izomoriism spunem automorfism. 


Exemplu. Grupul Cayley (grup finit cu șase elemente) 


E A B C D F 
ȘI E A B [ei D F 
A| A E D F B C 
B| B F E D G A 
Gi c D F E A B 
D| D C A B F E 
F| F B C A E D 


16 


este izomorf cu grupul permutărilor a trei obiecte (grupul simetric S3), 
1 3 r23 123 
E => 2 , å> +, B> 
123 1 2 321 


1 2 3 i2 2 3 
C > , D> 
213 2 334 1 2 


și cu grupul următoarelor matrice 


[du] 


t 
«o 
—— 
le») 
4 
~ 
w m 


1 y3 
10 —1 0 ci 2 
E— , A> , B> P 
bap ma] 

y3 1 

az 
1 y3 3 1 y3 
Ez a Eg J EJ Ey 

C> , D> = H 

y3 1 Vs 1 y a 
EJ Ea EJ Ei Ka 2 


(operația binară este înmulțirea matricelor). Pe de altă parte există un homomorfism de la 
grupul Cayley la grupul ({—1, 1}, -) și anume 


E ABC 2 F 
E AIR PE II e i 
1—1—A —i 11 


Compunind acest homomorfism cu izomoriismul dintre Sa și grupul Cayley se obţine homomor- 
fismul care asociază fiecărei permutări signatura sa. 


1.4. Definiţie. O mulţime"K împreună cu două aplicaţii ale lui K xX K 
în K, numite respectiv adunare și înmulțire, care satisfac condițiile : 

(1) adunarea determină pe K o structură de grup comutativ, 

(2) înmulţirea determină pe K — {0} o structură de grup, 

(3) înmulţirea este distributivă faţă de adunare, se numește corp. Un corp 
pentru care şi înmulţirea este comutativă se numeşte cîmp (corp comu- 
tativ). 

Un cîmp se notează (IK ; +, .) sau mai simplu K. 

Exemplu. Tripletele (Q; +. -) (IR; +» -) (C; +; -) sînt cìmpuri ; operațiile de adunare 


și înmulțire sînt cele obişnuite. 


Precizare. În cele ce urmează vom folosi în special cîmpul numerelor 
reale [R şi cîmpul numerelor complexe Ç. 


§ 2. Spaţii vectoriale 


Spațiul vectorial este una dintre cele mai importante structuri mate- 
matice care serveşte şi disciplinelor aplicate. 

Această structură constă dintr-un grup aditiv comutativ V, un cîmp 
K și o „înmulţire” definită pe IK x V cu valori în V care satisface patru 
axiome. 


2-c. 625 33 17 


Notaţiile pentru elementele lui V, respectiv K, vor fi potrivite con- 
textului. 


2.1. Definiţie. Multimea V se numeşte spaţiu vectorial peste cîmpul K 
dacă admite 
(1) o structură de grup comutativ, notată aditiv, 


(v, w) —> v +w; 


(2) o funcție f: K XV —> V, f(k, v) = ko, astfel încât Y k, le K, Yv, weV 
să avem: 
lo =, 
(lo) = (klv, 
‘(k + lw = kv + lv, 
k(o + w) = kv + kw. 

Un spațiu vectorial se notează fie prin tripletul (V, IK, f), fie pe scurt 
prin V. Elementele lui V se numesc vectori, elementele lui K se numesc 
scalari, iar aplicaţia f se numeşte înmulţirea cu scalari. 

Un spațiu vectorial peste cîmpul numerelor reale [R se numește spațiu 
vectorial real. Un spaţiu vectorial peste cimpul numerelor complexe C 
se numește spațiu veclorial complex. Acestea sînt; cele două situaţii întilnite 
mai frecvent în disciplinele aplicate, motiv pentru care noi ne vom referi 
numai la ele. De aceea ori de cîte ori scriem simplu „spaţiu vectorial” 
subînțelegem că el poate fi real sau complex. PLS a 

Să prezentăm acum cîteva consecințe directe ale definiției spațiului 
vectorial, consecințe care constituie punctele de sprijin ale tehnicii calcula- 
torii elementare. 

2.2. Teoremă. Dacă V este un spațiu vectorial peste cîmpul K, atunci 
VveV şi Vke IK au loc următoarele proprietăți : 

(i) 0v = 0, 

(ii) k0 = 0, 

(ii) (—lh = —v. 

Demonstraţie. (i) Avem v + 0v = (ținem seama de axioma (2)), 10 + 
-++ 0v = (vezi axioma (2)), (1 +0 = (IK este un grup aditiv), 1v = 
(axioma (2),), v. Deoarece V este un grup, elementul neutru este unic şi 
deci relația v + 0v = v implică w = 0. 

(ii) şi (iii) se demonstrează analog. 

Pornind de la consecințele anterioare se pot justifica şi relațiile : 

—(ko) = (—kyw = k(—v), 

(k — Do = kvo + (—D = kvo + (—b) = kv — lv, 

_k(v — w) = k[v + (—1w] = ko + (—hw = ho + (—kw) = kv — kw, 
Vik, le K şi Yv, we V. Drept urmare, adunarea şi scăderea elementelor 
din V, precum și înmulțirea cu scalari au formal proprietățile transfor- 
mărilor echivalente de la expresiile algebrice elementare. 

Alcătuim tabelul 1 pentru a exemplifica spații vectoriale mai des întil- 


nite. Precizăm mulțimile V şi IK, adunarea din V şi înmulţirea cu scalari, 
iar verificarea axiomelor o lăsăm pe seama cititorului. 
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Tabelul 1 


FI . i 

Multimea V Adunarea din V lnmulfirea cu scalari | 

Adunarea dn K=V 
R 


multimea Adunarea din € 
numerelor 
reale 


/nmultirea in K 


C 
multimea 
numerelor complexe 


inmultirea dintre un 
număr real şi un 
numar complex 


L= (Zr, Za: ` aTr) 
Y= (Ytp Y ge E S NENT 
K T=y > Tj =Y; kr = (42 ktr kE] 
L+ y= (T, Yp Eat Yor r Enty) 
0=(0,0,--:,0)oniginea lvi K” 
Denvmire : spafiul vectorial aritmetic cu n dimensiuni 


KĪ=K*KX xK 
—m 
n factori 


P = W => aU aceeasi 
direcție, sens, lungime 


Denumire : spatiul vectorial al vectorilor liberi 


Marx N (1) a : | 
mulțimea matricelor | /mmulfirea dintre un 
de tipu! mxn cu ele-| K Adunarea matricelor | scalar şi o matrice 


mente din cimpul K 
Denumire : spațiul vectoriăl al mafricelor de tipul mxa 


Multimea 

soluțiilor. unui sistem 4dunarea din K? pe | ep Dpanesgt) 
liniar omogen ce m A SE alea drati 
ecuații cu n necunos- Lia ROER Jul dlui i rai! 
cute, cu coeficienți SEPARA SIA 


din K 


n 
Denumire : Spațiul vectorial al soluțiilor sistemului £ Jj 2;=0 i=h2;m 


fi YI 


S=mulțime nevid 

W= spatiu vectorial 
peste cimpul K 

Denumire : spațiul vectorial de functii 


inmultirea une! 


Adunarea funcfiilor f 
| funcții cu un scalar 


Multimea solutiilor 
unei ecuații diferenfi- 
ale ordinare, liniara si 
omogenă 


/nmulfirea unei 


Adunarea functiilor | /PmMu 
functii cu un scalar 


62 1% 


$ 3. Subspaţii vectoriale 


Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K. 


3.1. Definiţie. O submulțime nevidă W a lui V se numește subspaţiu 
vectorial al lui V dacă 


(1) Vu,ve W, up ve W 
(2) Yke K, Yue W, kue W. 


Aceste condiții pot fi înlocuite prin condiția echivalentă 
Vu,veW, Yk, le K, ku + weW. 


De asemenea, întrucît adunarea ṣi înmulțirea cu scalari sint restricții 
la W ale operațiilor de pe V, perechea (W, IK) satisface toate axiomele 
spațiului vectorial. Prin urmare putem da o definiție echivalentă, aceea 
că W este un subspațiu vectorial al lui V dacă şi numai dacă W este un 
spațiu vectorial peste IK în raport cu operațiile din V. 


Exemple. 1) Fie V un spațiu vectorial peste cîmpul IK. Mulţimile {0} și V sint subspaţii 
vectoriale ale lui V. Acestea se numesc subspații improprii; oricare alt subspaţiu al lui V se 
numește propriu. 

2) Mulțimea n-uplurilor de forma (0, zz,...; &,,) este un subspaţiu vectorial al lui [K”. 

3) Mulțimea funcţiilor impare și mulţimea funcţiilor pare sînt respectiv subspaţii ale spa- 
iului vectorial real al funcţiilor reale definite pe (—a, a). 


3.2. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K şi S o submulțime 
nevidă a sa. Un vector ve V de forma 


fd 
= p2 kiti unde V, E S, he K, 


im ł 


se numește combinaţie liniară finită de elemente din S. 


3.3. Teoremă. Dacă S este o submulțime nevidă a lui V, atunci 
mulțimea tuturor combinațiilor liniare finite de elemente din § este un 
subspațiu vectorial al lui V. 

Acest subspațiu se numeşte subspațiul generat de submuljimea S sau 
acoperirea liniară a lui S şi se notează cu L(S). Dacă S este mulțimea vidă, 
atunci prin definiție L(S) = {0}. 


Demonstraţie. Suma a două combinaţii liniare finite de elemente din S 
este o combinație liniară finită de elemente din S. Produsul dintre un 
scalar ke K şi o combinație liniară finită de elemente din S este o combina- 
ţie liniară finită de elemente din S. 

Evident diferite submulţimi de vectori din V pot să genereze acelaşi 

2 n 
subspațiu. De exemplu mulțimile (1,4, £,...,%9), 41, 1 T ee a , 
. . n. 
{1, (1 — t), (1 — t), ..., (1 — D) generează spațiul vectorial al funcțiilor 
polinomiale care au cel mult gradul n, iar mulțimile (1,7, t, ..., ©, aJ 
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t P? t 
f TETI ; TE ab U, (| — i), (1 — i, a... (L— LA ral gene- 
rează spațiul vectorial al tuturor funcţiilor polinomiale. 


3.4. Teoremă. Dacă W, şi W, sînt două subspaţii ale spaţiului vectorial 
V, atunci 


(1) multimea W, + W, = {0 = t, + value Wi vE Wo}, numită suma 
dintre W, şi W, este un subspațiu vectorial al lui V ; 


(2) intersecţia W, nW, este un subspaţiu vectorial al lui V; 
(3) reuniunea W, u W, nu este un subspațiu vectorial al lui V. 


Demonstraţie. (1) Fie u, ve W, +W, adică u = u + Ug V = 0 + Ug 
unde u, 0E W, şi Ua v6 W,. Deoarece u, + neW, şi w +e Wy 
rezultă că vectorul u -++ v = (u, + 9) + (Ua + və) aparţine lui W, + W.. 

Fie ke K. Deoarece ku, e W, şi kue W, rezultă că vectorul ku = (fu) (kua) 
aparţine lui W, + W,. 


(2) Fie u, ve W,NW,. Rezultă u,ve W, şi u, ve Wa. Dar W, și W, 
sint subspații vectoriale. Deci Yk, le K, ku + we W, şi ku+weW.,, 
adică ku + we Wn W.. 

(3) Fie ye W, şi 2 €W, v geW, şi neW, Rezultă v + u: ¢ W 
vı H V EW, şi deci v4 + V, ¢ W1 U W. 

Exemplu. Fie subspațiile W și U generate respectiv de vectorii w = (1,5), wa = (—2, —10), 
w = (3,15) şi u = (—1, —4), U, = (—1,2) U= (2,0). Să se construiască subspațiile 
W-+U și WAU. 


Soluţie. Subspaţiul sumă W + U este acoperirea liniară a vectorilor Wj, Wos Wg, Uj: Ug Ugs 
adică ve W + U este de forma 


v = kwi + Pata + Egg + kyti + Kga + Koltz 
Subspațiul W n U conține acei vectori pentru care 
AW, + alba + AgWg = Pata + Polla + Bots. 
Folosind operațiile cu vectori obținem sistemul 
da — 2% + Borg = — Bı — Ba + 203 


5a — 10 aa + 15 x = — 4 B, + 2B 


Întrucit rangul matricei sistemului este unu, conform teoremei lui Roché, compatibilitatea 
este asigurată de anularea determinantului caracteristic B, -+ 7Ba — 10 Ba = 0. Obţinem f,= 
=— 7À + 10 u, Ba = À, Ba = p, à, pE [R. Atunci (—7A + 10 p) t, + hua + utg = (62 — 8 p, 
304 — 40 ye WnU;h pE fR. 


3.5. Teoremă. Fie W, şi W, două subspații vectoriale şi ve W, + Wa. 
Descompunerea v= 2, + v este unică dacă şi numai dacă W,n W,={0}. 


Demonstraţie. Fiev = 0, + V, = di + Va. Deoarece ti, vi e W, şi Va, we Wa 
vectorul u=v;—v =v; —V este conţinut în W, n W,. De aceea Wn W,={0 
implică v, = Vi, Va = Va adică unicitatea descompunerii. 
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Reciproc, unicitatea implică W, nW, = (0), deoarece în caz contrar 
orice vector nenul we W, nW, ar avea cel puţin două descompuneri 
W=W+0=0+w. 


3.6. Definiţie. Fie W, şi W, două subspaţii vectoriale ale lui V. Dacă 
Wn W, = {0}, atunci suma W, + W, se numeşte sumă directă și se 
notează cu W, O Wa. Dacă în plus W, Ð W, =V, atunci W, si W, se 
numesc subspaţii suplimentare. 


Exemplu. Subspaţiul funcțiilor pare și respectiv impare sînt suplimentare în spațiul vec- 
torial real al funcțiilor reale definite pe (—a, a) întrucit intersecția conține numai funcția zero 


1 1 

şi f (£) = —— If) + fr — If (£) — f (—7x)]), Vze(—a, a), Vf adică orice funcție 
2 2 

î: (—a, a)—> ÎR este suma dintre o funcție pară și una impară. 


Evident noţiunile de sumă şi sumă directă se pot extinde la cazul unui 
număr finit de subspaţii vectoriale. 


§ 4. Dependenţă și independenţă liniară 


Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul IK și S o submulțime de elemente 
din V. 


4.1. Definiţie. Mulțimea S se numeşte liniar dependentă dacă există 
o mulţime finită de elemente distincte din S, să zicem Vi, Va... Vp și scalarii 


Fi, Ray . . ., Ep Cel puţin unul diferit de zero, astfel încît Y kw: = 0. 
i=l 


Mulțimea § se zice liniar independentă dacă nu este liniar dependentă, adică dacă pentru 


p 

orice alegere a elementelor vpe S și a scalarilor k; e[K, relația £ kp; = 0 implică k=, = 
i=l 

=... =k, = 0. 

Facem observaţia că mulțimea S poate fi o mulțime finită sau infinită. 
De asemenea subliniem şi faptul că deşi liniar dependenţa și liniar inde- 
pendența. sînt proprietăţi specifice unor mulţimi de vectori, adeseori se 
vorbeşte direct despre vectori liniar dependenţi, respectiv vectori liniar 
independenţi. 


Exemple. 

1) {v] v#0} este liniar independentă ; (0) este liniar dependentă. 

2) Dacă 0E S, atunci S este liniar dependentă. Dacă în S există un vector care se poate ex- 
prima ca un multiplu scalar al unui alt vector, atunci S este liniar dependentă. 


3) Fie v(t) = et, D(f) = ef, va(t)=sht. Deoarece ef — e *—2 sht = 0, mulţimea (0, Das Vs) 
este liniar dependentă. 


4.2. Teoremă. Fie S = {Y vo ...; UEV o mulţime liniar indepen- 
dentă şi L(S) acoperirea liniară a lui S. Orice mulțime de p+1 elemente 
din L(S) este liniar dependentă. 

$ ; TEBAS, 

Demonstraţie. Fie w: = Y, app i =1,2,..., pt 1 vectori arbitrari 
j=1 

care aparțin lui L(S). Relaţia kw, + kWa +... +HEp+1Wp+1 = 0 conduce 


> fbh ; A en due 
la $ ( £ ta) v; = 0 şi întrucît v, j = 1,2,...,p sînt liniar indepen- 
ji V=1 
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denţi obţinem kia; + Ekolog +... + pp = 0, J = 1, 2, -.., pe Acest 
sistem omogen cu p ecuații si p +1 necunoscute admite şi soluții ne- 
banale. Prin urmare w; sînt liniar dependenți. 


§ 5. Bază și dimensiune 


Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul IK. 


5.1. Definiţie. O mulţime B de vectori din V se numeste bază pentru V 
dacă B este liniar independentă și generează pe V. 

Utilizind axioma alegerii se poate demonstra că orice spațiu vectorial 
diferit de {0} admite o bază [21]. 

Spaţiul vectorial V se numeşte finit dimensional dacă are o bază finită 
sau dacă V = (0). În caz contrar V se numește infinit dimensional. 


5.2. Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial finit dimensional. Oricare 
două baze ale lui V au acelaşi număr de elemente. 


Demonstraţie. Fie B şi B' două baze ale lui V. Fie n numărul elemente- 
lor din B şi n’ numărul elementelor din B'. Dacă B este independentă şi 
generează spaţiul V, teorema 4.2 (orice mulțime formată din n + 1 vectori 
este dependentă) implică n’ < n. Acelaşi raţionament pentru mulţimea 
B' conduce la n < n'; deci n = n. 

Teorema 5.2 justifică următoarea definiţie : 


n, dacă V posedă o bază formată din n elemente 


numărul dim V = p 
0, dacă V = {0} 

se numeşte dimensiunea lui V. Un spațiu vectorial cu dimensiunea n se 

numeşte n-dimensional şi se notează cu V,. 


Exemple. Fie IK” spațiul vectorial aritmetic. Vectorii e = (1, 0, 0,...., 0), € = (0, 1, 0,. . .,0) 
st. Ep = (0,0,. . ., 0,1) determină o bază B=f{e; ep... e). Să arătăm că B este independentă ; 
relația hey + Koea +... key = O este echivalentă cu (Ky ko...» Kp) = (0,0,...,0), adică 
k= k, = ... = k, = 0. Pe de altă parte Y ze IK’, avem T= (Dio Tgr. ey Cy) = Diez H Lalat 
+... + Tue, deci B generează pe V. 

2) Spațiul vectorial [K,„[X] al tuturor polinoamelor de grad <n are dimensiunea n + 1. 
Într-adevăr observăm că B ={1, X!, X?,..., X”} este independentă, ky + KX + kX? +. 

. + kX” =0 > kh = k [l= k Innn = k, = 0 şi orice polinom de grad < n este o combi- 
nate liniară finită de elemente din B. 

3) Spaţiul vectorial Mm <a(K) al matricelor dreptunghiulare are dimensiunea mn. O 
bază este mulțimea B = E, 1 Şi <m, 1<j< n} E, fiind matricea care are elementul 
1 la intersecția liniei i cu coloana j, celelalte elemente fiind nule. 

4) Fie V un spațiu vectorial complex. Spațiul vectorial real RY care coincide cu V ca grup 
aditiv și în care înmulțirea cu un număr real este definită ca în V se numește trecerea în real 
a lui V. 

În particular, prin trecerea în real a spațiului n-dimensional ([” se obține spațiul real de 
dimensiune 2n, notat RÆ” = [R?”, Baza (ex ea... €p» ie iea... ie„} din RÆ” provine din tre- 
cerea în real a bazei {e}, ex ...; €p} din Ç”. 

5) Fie K[X] spaţiul vectorial al tuturor polinoamelor în nedeterminata X. Polinoamele 
1, X, X?,..., X”, ... constituie o bază a lui [K [X] și deci dim IK[X] = oo. 
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5.3. Teoremă. Pentru orice spaţiu vectorial n-dimensional V, sint 
adevărate următoarele afirmaţii : 


1) O mulţime de vectori liniar independenţi din V, este o submulțime 
a unei baze din V,. 

2) Orice mulțime formată din n vectori liniar independenţi este o bază 
a lui V,. 


Demonstraţie. 1) Dacă S = fo, Va .-., Up} este o mulțime liniar inde- 
pendentă din V,, atunci sau L(S) = V,, şi deci S este o bază, sau L(S) 
este o submulțime proprie a lui V,. În al doilea caz există ve V, — L($) 
astfel încît S’ = (o, boy ---, Up V} este independentă. 

Dacă L(S') = V, atunci S’ este o bază ce conţine pe S, iar dacă L(S') 
este o submulțime proprie a lui V,, atunci se reia raționamentul făcut 
pentru S. Repetind raţionamentul trebuie să ajungem la o bază, după un 
număr finit de paşi, întrucît dimensiunea spaţiului este finită. 

În concluzie, mulţimea S poate fi prelungită sau completată pină la o 
bază din V,. 

2) Fie S o submulțime liniar independentă care conţine n vectori 
din V,„. Prima parte a teoremei arată că S este o submulțime a unei 
baze B a lui V,, iar teorema 5.2 arată că baza B trebuie să aibă n elemente. 
Deci S = B. 

Spațiile vectoriale finit dimensionale au un profit deosebit de pe urma 
prezenței bazelor întrucit în acest caz există posibilitatea introducerii şi 
utilizării coordonatelor fără a se ieşi din contextul combinațiilor liniare 
finite specific algebrei vectoriale. Precizăm însă că explicitarea teoriei 
coordonatelor impune în mod necesar ordonarea elementelor unei baze 
şi de aceea, în cele ce urmează, printr-o bază într-un spaţiu vectorial finit 
dimensional se va înţelege o mulțime finită, ordonată, liniar independentă, 
care generează spațiul respectiv. 

Fie V, un spaţiu vectorial n-dimensional şi fie B = (ej, €z, - --, Cn} O 
bază în acest spaţiu. 


5.4. Teoremă. Orice vector ve V, admite o exprimare unică de forma 


ELă 
t= S xe; (numită descompunerea lui v după vectorii bazei). 


iml 


Demonstraţie. Deoarece V = L(B), orice vector ve V poate fi scris ca 


n 
o combinație liniară de vectorii bazei, adică v = X Dili. 
im] š 
Presupunem că vectorul v ar admite şi o altă exprimare v = $}; zie,. 
i=l 
n 
Prin scădere obținem 0= 5) (v; — æ; )e:. Întrucît vectorii e; sînt liniar 
i=l 
independenți, din definiția 4.1 rezultă v, — æ; = 0, i= 1,2,..., n sau 
Vi = 2%, t= L2, ERTE Z 
Numerele v; se numesc coordonatele vectorului v în raport cu baza B, 
iar bijecția f : V, —> IK” definită prin v —> (a Las - - -y Dn) se numește sistem 
de coordonate pe V,. 
Uneori vom prefera identificarea v — (£1, Lop ..-, n); în acest caz 
ko = (kly, ha ha) Și dacă w = (Yis Yo -..sYn) atunci v +w = 
= (Da Yin a Yz -- -y a + Yn) 
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__55. Teoremă. Dacă W și U sint două subspaţii ale spaţiului vectorial 
Va, atunci 


dim W + dim U = dim (W + U) + dim(W n U). 


Verificăm valabilitatea acestei teoreme pentru subspațiile date in 
exemplul teoremei 3.4. 
Dimensiunea subspațiului W -+ U coincide cu rangul matricei 


1 —2 3 —1 —i 2 
5 —10 15 —4 2 0 


Obţinem dim (W + U) = 2. 

Un vector oarecare din subspațiul W n U s-a găsit ca fiind de forma 
(62 — Su, 302. — 40u), 2%, uE R, astfel incit dim(W n U)=1ș1. Intrucit 
dim W = 1, dim U = 2, teorema 5.5 se verifică. 

Fie V, un spațiu vectorial raportat la baza B = (e, €> ..., ex). Dacă 
Vij Vy «3 0E Fa atunci 


n d z 
v = A Qilin Pa = Y; Mibi -a Up = $) ipti 
emr fal i 


Acestor relații li se ataşează matricea 


Qiu Qiz... Qip 


A— [a Ma: dop 


Gai aa = Gap 


numită matricea de trecere de la vectorii e, ex, ..., €n la vectorii i, d... 
.. «3 0p Evident, vectorii 2, va ---, Up pot fi identificaţi cu coloanele ma- 
tricei A. De asemenea se știe că rang A = rang. 


5.6. Teoremă. Rangul matricei A este egal cu numărul maxim al vec- 
torilor coloană liniar independenți. 


Demonstraţie. Ipoteza rang A = r, adică 


Gu o aa Aur | 
D = | 


s.. 


#0, 


pe 
| 
|r e.. Op] 


implică liniar independența vectorilor coloană v, ..., v, Fie coloana t, 
unde r <? < p, şi determinanții 


Qi.. Mir | Mu 


| Qr Orr Qr d 


D;= i=l; 2 sai 
Ca ee. ir Ci 
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Fiecare dintre aceşti determinanţi este nul deoarece pentru i < r, Di- 
are două linii identice, iar pentru i > 7, ordinul lui D; este mai mare decit r.. 
Dezvoltind pe D; după ultima linie găsim 


CA + ... -= liA, + aD = 0, 
adică 
4, 
a 


7 
du = $, up N= 
j2 D 


EE P N T 


7 
Aceste relaţii scalare sint echivalente cu relaţia vectorială v, = $, A0; 
1=1 
r <l <<, adică cu faptul că fiecare coloană v, este o combinaţie liniară 
de primele r coloane ale matricei A. 


5.7. Consecință. Fie B = (e, ex, --., €n} O bază a lui V,. Mulțimea. 
n 


B' = 16; = Ý Cyto Jsi si on} este o altă bază a lui V, dacă şi numai 
i=l 
dacă det [c4] # 0. 

Schimbarea bazei. Fie B = (e, €z - - -, Cay Şi B' = {€1; Czy >) două 
baze distincte în spațiul vectorial V,. Notăm cu C = [c;] matricea pă- 
tratică ale cărei coloane sint coordonatele vectorilor bazei B' în raport 
cu baza B, adică matricea de trecere de la baza B la baza B’. 


Fie œ; respectiv wi, i= 1,2,...,n coordonatele aceluiaşi vector v 
n 
în raport cu baza B respectiv B’. Prin urmare v = Ş, aie, respectiv v = 


i=l 


n n ti n n 
= 3 vje. Prelucrăm ultima relație, v = Ņ z; ( Y, cua)= | Scuze 
j=l j=1 i=l ġa] \ jml 
Lui 
Rezultă v= $ Cyt} i= 1,2,...,n. Aceste relaţii caracterizează trans- 
j=l 
formarea coordonatelor la o schimbare a bazei; matriceal se serie X=0X', 
unde X, X' sint matricele coloană X = '[£;; os ---> Laj, respectiv A' = 
+ Lă 
= “Îi Da se a]. 
Spaţii vectoriale izomorfe. Fie V şi W două spaţii vectoriale peste cimpul 
K. O aplicaţie Z : V —> W care satisface condiţiile 


Tiu + 2) = 7(u) + 70), Vu,veV 
(ku) = E7 (u) VueV, YkeK 
se numeşte transformare liniară. 
5.0. Definiţie. O transformare liniară bijectivă se numeşte izomorfism. 
= rh sistem de coordonate pe V, este un izomorfism canonic între V, 
şi K”. 


5.9. Teoremă. Două spații vectoriale V şi W peste cîmpul IK, de dimen- 
siuni finite, sint izomorfe dacă şi numai dacă au aceeaşi dimensiune. 
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Demonstraţie. Presupunem că V, şi W, sînt izomorfe, adică există o 
transformare liniară bijectivă J :V, > Wm- Evident 7(0)=0. Fie 
B= (ex. - -3 €} 0 bază a lui V,. Mulțimea 7(B)=(7(6),7(e2),. ..,7(e.))e 
<W, este liniar independentă, fapt dovedit de următorul șir de impli- 
caţii : hF (e) + ka37(e2)+... ha (en) = 0 = F (kye, + koes +... en?) = 
=0 = kie, + koes +... + kuen = 0 => ky = ka =... = k, = 0. Pe de altă 
parte Y we Wm, dv = Y zece V, astfel încit (v) =w. Rezultă w = 

í=1 
= 5, 2:7 (e:) şi deci 7 (B) generează pe Wm, adică n = m. 

i=1 

Reciproc, fie V, şi W,. Utilizind sistemele de coordonate f:V,—> K”, 
g: W, > K”, găsim că 7 = g`tof: V, > W, este un izomorfism. 


§ 6. Spaţii vectoriale euclidiene 


Adăugăm la structura de spațiu vectorial o nouă noțiune, aceea de 
produs scalar, cu ajutorul căreia putem defini lungimile, unghiurile, orto- 
gonalitatea etc. 


6.1. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial complex. O aplicaţie (,) definită 
pe V xV şi cu valori în C care are proprietățile : 


(v, w) = (w, 0) 

(u, 0 + w) = (u, v) + (w, w) 
k(v, w) = (kv, w) 

(v, v)>0; (w, v) = 0 < v = 0, 


u,v, we V, ke C, se numeste produs scalar pe V. 
Axiomele precedente au următoarele consecințe imediate : 
(v, kw) = Elv, w), 
(u + v, w) = (u, w) + (v, w). 


6.2. Teoremă. Dacă spatiul vectorial complex V este dotat cu un 
produs scalar, atunci este satisfăcută inegalitatea Cauchy-Schwarz 


| (x, 20) 12 < (v, v)(w, w), 


cu egalitate dacă și numai dacă v şi w sînt liniar dependenți. 


Demonstraţie. Dacă v = 0 sau w = 0, demonstrația este banală. Presu- 
punem că vectorii v şi w sînt nenuli și notăm 2 = ko + lw, unde k şil 
sînt numere complexe pe care le vom preciza ulterior. Proprietățile pro- 
dusului scalar implică 0 < (2,2) = (ho + Iw, ko + lw) = kk(v, v) + kl (v, w)-+ 
+ l(w, v) + Uw, w), cu egalitate dacă și numai dacă 2 = 0. 


Fie k = (w,w) >0; k = k deoarece k este real. Prin simplificare cu k, 
inegalitatea, precedentă devine 


(w, w) (v, 0) + Ùv, 00), w) + l > 0. 
Fie 1= —(v,w) şi deci [= —(v, w) = —(w, v). Inegalitatea devine 
(w, w)(v, v) > (v, w)(w, v) = | (v, w)]?. 


Dacă V este un spațiu vectorial real, atunci în definiţia precedentă C 
se înlocuieşte cu [R, axioma (v, w) = (w, v) se înlocuiește cu (7, w) = (w, v), 
consecința (v, kw) = k(v, w) devine (v, kw) = k(v, w), iar inegalitatea 
Cauchy-Schwarz se scrie (v, w)? < (v, v)(w, w). 


6.3. Definitie. Un spaţiu vectorial (real sau complex) pe care s-a definit 
un produs scalar se numeste spațiu vectorial euclidian (real sau complex). 


Exemple de spații vectoriale euclidiene canonice. 1) Fie z = (Xi, £a... £4) ȘI Y = (Yp Yo 
„++ Ya) doi vectori oarecare din spațiul vectorial aritmetic [R”. Funcţia reală definită prin 


(z, y) = Ti + Tolg + A + Eotn 


este un produs scalar pe [R”. 
2) Analog Ç” este un spațiu vectorial euclidian în raport cu 


(7,9) = Ea + ta + o H Ey 


3) Spaţiul vectorial real al tuturor funcțiilor cu valori reale, continue pe un interval [a, b], 
este un spațiu euclidian real ìn raport cu aplicația definită prin 


b 
(/.9)= (o g(z)az. 
a 


6.4. Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial euclidian. Funcţia |||: V — R 


definită prin ||v]| = (o, v) este o normă pe V, adică satisface relaţiile 


lol] > 0 pentru v # 0, ||0]| = 0, 
lkoll = iki lol, k = scalar 
o + wl] < ol] + ihol] (inegalitatea triunghiului). 


Norma din această teoremă se numeşte norma euclidiană. 


Demonstraţie. Presupunem că V este un spațiu vectorial complex. 
Inegalitatea (v, v) > 0 implică ||v]| > 0, cu egalitate dacă şi numai dacă v 
este vectorul nul. De asemenea pentru Fe și veV găsim ||| = 
= (kv, kv) = | te, v) = |k 3w, 0) = IkIV(0, v) = |k] lol, adică și a 
doua proprietate este satisfăcută. Proprietatea a treia se demonstrează 
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ţinînd seama că (v, w) + (v, w) = 2 Re(v, w) < 2| (v, w)] şi folosind inegali- 
tatea Cauchy-Schwarz transcrisă în forma |(v, w)| < lloll lwl]. Într-ade- 


văr, o + wl? = (v + w, v + w) = (v, vo) + (w, w) + (v, w) +w, w)<ljol?+ 
+ 2lloll lwl] + lwl? = Mell + lwl. 

Primele două proprietăți ale normei asigură că orice element v din V 
poate fi scris în forma v = ||v]je, unde |le|| = 1. Vectorul e cu proprietatea 
je] = 1 se numește versor. Evident, versorul asociat unui vector nenul 


; 1 
este e = —-v. 
aE cadă , i ; 
Fie V un spațiu vectorial euclidian real. Pe submulțtimea V — {0}, 
inegalitatea Cauchy-Schwarz, | (v, w)| < loli lwl, se transcrie 


V, W 
== ( ? L s4. 
ilo Illl || 


Această observație justifică următoarea definiție. 


6.5. Definitie. Fie V un spatiu vectorial euclidian real gi v, w doi vectori 
nenuli din V. Numărul 0e |0, z] definit de egalitatea 


cosð = (ww). 

ile lee! 
se numește unghiul dintre v și w. 

Denumiri. Un spaţiu vectorial dotat cu o normă se numeşte spatiu 
veciorial normat. Un spaţiu vectorial normat în care norma provine dintr-un 
produs scalar se numeşte spațiu prehilbertian. Un spaţiu prehilbertian 
complet (în sensul că orice şir Cauchy de elemente din spaţiu este un șir 
convergent) se numeşte spațiu Hilbert. 


6.6. Teoremă. Fie V un spaţiu vectorial normat. Funcţia reală definită. 
prin d(u, v) = |lu — v|| este o distanţă (metrică) pe V, adică satisface 
relaţiile 


d(u, v) > 03 d(u, v) = 0 = u = v, 
d(u, v) = d(v, u) 
diu, v) < d(u, w) + d(w, v), Yu, vwe. 


Demonstrația este simplă și o lăsăm drept temă pentru cititori. Dacă- 
norma este euclidiană, atunci distanţa definită cu ajutorul ei se numeşte 
distanță euclidiană. 

În general o mulţime oarecare înzestrată cu o funcție distanţă (metrică) 
se numește spaţiu metric. Teorema 6.6 arată că orice spaţiu vectorial nor- 
mat este un spaţiu metric. 


Exemplu. Yie P, spaţiul vectorial real al funcţiilor polinomiale reale de grad cel mult doi 
înzestrat cu produsul scalar ( , ) : Pa X Pa —> [R definit prin (p, 9)=aobo + 2ab, + agbo, p(x) = 
= a + at j ar?, g(x) = ba + bit + bar? 
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În acest spaţiu se consideră vectorii Pi(7) = 24+ x + 52%, p(x) = 2 + £— z, p2) = 
=4 +x- 5x, pa(2) = 3 + 3x + 5r? şi se cere să se găsească un vector pọ echidistant 
-acestora ; să se calculeze această distanță. 

Soluţie. Fie po(2) = co + cat + car?; coeficienții co, ca, ca se stabilesc din egalitățile 


15 
9 


3 Ca = a. 


| Pı — Pol = Pa — Pol = lPs — Poll = Pa — Pol; obținem ce = 3, a = 


Distanţa cerută este d="pi—pol=V (Pr Po Pr Po) = espa 15) +62- 
| 8 
3 41 
ner r 


§ 7. Ortogonalitate 


Ortogonalitatea este una dintre cele mai importante relaţii dintre vec- 
torii unui spaţiu vectorial euclidian. 


7.1. Definiţie. Fie V un spaţiu vectorial euclidian. Doi vectori din V 
se numesc ortogonali dacă produsul lor scalar este nul. O submulțime S c V 
se numește ortogonală dacă vectorii săi sînt ortogonali doi cîte doi, adică 
(v, w) = 0, Yw, we S, v 4 w. O mulţime ortogonală se numește ortonormată 
dacă fiecare element al său are norma egală cu unitatea. 


7.2. Teoremă. Orice mulțime ortogonală dintr-un spaţiu vectorial 
euclidian V formată din elemente nenule este liniar independentă. Dacă 
dim V = n, atunci orice mulțime ortogonală care conţine n elemente 
nenule este o bază a lui V. 


Demonstraţie. Fie S c V — (0) o mulțime ortogonală, iar kw, + kð + 
+... +k, 0 oarecare combinaţie liniară finită de elemente din S. 
Ipoteza kw, + aa +... + pop = 0 implică 

kilts, W) + Koltz Da) +... + plop vp) = 0, J = fixat din (1,2, ...9). 
Punînd pe rind j = 1,2, ...,p şi ţinind seama de ortogonalitate rezultă 
kilti, 0) = 0, Kalta 92) = 0, - . ., Ep(Up, Vp) = 0. Pe de altă parte ipoteza 
v; £ 0 implică (v; v) >0 şi deci kı = ka = ... = k, = 0, adică S este 
liniar independentă. 

Demonstrarea ultimei părţi a teoremei rezultă imediat din teorema 
5.3,2). i 

Pentru studiul spațiilor vectoriale euclidiene este comod să se lucreze 
cu baze ortonormate. Conform definiției 7.1 baza B = (e, ex, .. -3 €n} C Vn 
este ortonormată dacă 

1 dacă i = j 
(ei, e) = du = o 3 3 
0 dacă i #3 
Simbolul ò; se numeşte simbolul lui Kronecker. 


Exemplu. În spațiul vectorial C°([0, 27]) al funcțiilor reale, continue pe intervalul [0, 27] în 
27 


care definim produsul scalar prin aplicația (f, 9) = | f(x) gix)dx, considerăm următoarea sub- 


D 
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mulţime infinită de funcţii trigonometrice S={fp fu» fa...! unde falx) = 1, lon—a(7)=cos nr, 
fan(%)=sin ng, n = 1,2... Întrucît (fms fn) = 0, ms n urmează că S este o mulțime ortogo- 
nală; datorită ortogonalităţii funcţiilor și faptului că S nu conţine elementul nul al spațiului 
C-[0, 277]), urmează că S este independentă. Împărţind fiecare funcţie prin norma sa, ||fll= 


27 2r 27 
= Vf» b) = | dz = V2r, Ifon! = | cos? nzdz = 7 ifon ll = | sin? nyde = 
o 0 u 


i cosnz 
= V7, obținem mulțimea ortonormată {Pos Pr Pa... unde Polt) = E Pan (0) T 
T T 


sin nx 


Pon(2) = - 

n (r 

Observafie. Mulțimea ortogonală S ne ajută să construim seria Fourier a unei funcții peri- 
odice. 


E A ; i sas s (v, w) 
7.3. Definiţie. Fie V un spațiu vectorial euclidian. Vectorul ——-- w, unde 


(w, w) 
E di a PARE T < y (0, w) 
v, weV, w0, se numește proiecția vectorului v pe w, iar numărul TETE 
W, W 


se numește mărimea algebrică a proiecției lui v pe w. 


7.4. Teoremă. Fie spațiul vectorial euclidian V,. Dacă B=—(e,, 623.. -3 Cn? 
x x Pene e : v, e 
este o bază ortogonală a lui V și v = Ẹ ase, atunci g; = e În 
i=] Cis ĉi 
particular, dacă B este o bază ortonormată, atunci v; = (v, e;). 


Demonstraţie. Conform teoremei 5.4, orice vector ve V, se scrie unic 


n 
ca o combinație liniară de vectorii bazei, adică v = $ z;e;. Înmulţim scalar 
j=i 


n 
cu vectorul e, i= 1,2,... n; (V, 6) = E zile; ei) = illn &); rezultă 


j=1 
v, e i o. Spr RAPRA 
i = ee) adică coordonata æ; este mărimea algebrică a proiecției lui 
(eu e.) 
vpe e. 


Dacă baza este ortonormată, (6,6; =1 şi rezultă s; = (v, e). Prin 
urmare oricare ar fi vectorul ve V,, raportat la o bază ortonormată, se 


" 
scrie unic v = >) (7, e;)e;. Coordonatele w; = (v,e;), i =1,2,...,n ale 
i=] 


vectorului v se numesc coordonate euclidiene. 


7.5. Teoremă. Dacă V, este un spațiu vectorial euclidian complex n- 
-dimensional şi B = (e, es, ...; €} este o bază ortonormată, atunci 
n 


(v, w) = $ ðn unde s; = (v, e), Y; = (w, e). În particular, |v]? = 


n n 
Demonstraţie. Prin ipoteză (e; er) = dp şi v= È vepw= Y} Ye, Pinind 
j=i j=1 
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seama de proprietăţile produsului scalar 


n 


(0, w) =( ȘI ce ŞI ner) = $ Y sälen e) = F F adn = S adr 
k=1 


j=1 j=1k=1 jml k=l j=1 
Fie V un spațiu vectorial euclidian şi S o submulțime a sa. 


7.6. Definiţie. Un element al lui V se zice ortogonal lui S dacă este orto- 
gonal pe fiecare element din. S. Multimea tuturor vectorilor ortogonali lui S 
se numeste „S ortogonal” gi se notează cu S+. 

Se observă că S+ este un subspațiu vectorial al lui V, indiferent dacă S 
este sau nu un subspațiu al lui V. În cazul cînd S este un subspaţiu vectorial 
S+ se numeşte complementul ortogonal al lui S. 


7.7. Teoremă. Dacă Y este un spațiu vectorial euclidian și W, este un 
subspațiu n-dimensional al lui V, atunci V = W, O WŁ. Mai mult, dacă 
veV, we W, şi wte WŁ, atunci este satisfăcută teorema lui Pitagora 


ee = lao + Iot Jp. 


Demonstraţie. Fie B= {6,, eo,- .., €n} o bază ortonormată a lui W, 


+ 
şi w = YẸ, (v, e:)e; proiecția lui v e V pe subspaţiul W,. Punind w1=v—w 
i=l 


rezultă : 


(wt, w)= (v, w) —(w, w) = (v 5 (v, e)s) a ( E (o, ejen Y (0, oja) = 
i=l 


j=j jai 
" # n 

== bI (v, e)? — X 5 (V, eV, e;) (e e)= 
Zi ZI j=l 


= § (v, e)? — ȘI Ste, ete, e)du = 0 


i=1 i=l j=1 


şi deci wt e W+. Exprimarea unică v= w + wt arată că V = W, O Wł. 
Teorema lui Pitagora: ||o|?2= (v, v)? = (w + wt, w + wt) = (w, w) + 
+ 2(w, wt) + (wt, wt)= |w]? + mb. 


§ 8. Procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt 


Fie V un spațiu vectorial euclidian. Ne propunem să arătăm că din orice 
mulțime liniar independentă de vectori din V se poate construi o mulțime 
ortonormată (mulțime ortogonală ale cărei elemente au norma 1). În 
acest sens—prin demonstrațiile teoremelor care urmează— vom pune în 
evidență procedeul de ortogonalizare Gram-Schmidt. 


8.1. Teoremă. Dacă V este un spaţiu vectorial euclidian cu dimensiunea 
n, iar Vj, Ua. -Un este o bază a lui V, atunci există o bază ortonormată 
{ei, Ez, + 3) astfel încît mulțimile (9, Va,- - -y Vr} Și (ep C25. - -, €x} gene- 
rează acelaşi subspațiu U.cV pentru fiecare k = 1, 2,...,n. 
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Demonstraţie. Mai întii construim o mulțime ortogonală şi apoi îi nor- 
măm elementele. Mulțimea ortogonală (20, Ws, .. -, Wn} se construieşte din 
(0 Da ---, Pa) în felul următor: 


1) Se ia m = v. 2) Se pune w, = V, + kw,. Vectorul w, nu este zero 
deoarece 7, şi V, sînt liniar independenţi. Se determină k din condiţia ca 
Ww, Să fie ortogonal lui w, adică 0 = (w, 20) = (U, + kw, w). Rezultă, 
br- (Pa w) g Deci Wz zs CĂ a (Va; w) 

(Ww) (wi, w1) 
scăzind din v, proiecția lui v, pe w. 3) Vectorul w, este definit prin w; = 
= 93 -+ kw, + kW; eleste nenul ca urmare a faptului că ti, Va, V3 sînt 
liniar independenţi. Sealarii kı, ka sînt determinaţi din condiţiile ca 23 
să fie ortogonal lui w, şi lui w, adică 


0 = (Wz, W) = (V3, W1) -+ klw, W) 


w, adică vectorul w, se obține 


O = (Wa, Wa) = (Vay Wa) + ko(Wo, Wa) 


Găsim 
i a (V3, W1) mp (U3, W2) 
h= Patti, ky = — Cata) 
i-ai (W, W1) (202, 202) 
şi deci 
(V3, 20) (t3, 202) 
w = v — -1 um a 


(Wi, w1) i (202, Wa) 


adică w, se obține scăzind din v, proiecţiile lui v pe w; şi pe Ww. 
Repetăm schema precedentă pînă obținem o mulțime de n vectori 
ortogonali {W;, Ws, ..., Wn}. Mulțimea ortonormată se găseşte definind 


e = —; i = 1,2,... n. 


tie final se poate arăta că Us = L((0,, Vz >- -5 063) = (eve... 
... Êk ), 


Exemplu. Fie [R° spaţiul euclidian canonic cu trei dimensiuni. Să se găsească o bază orto- 
normată pentru subspațiul generat de vectorii x; = (1,1 — 1), t= (3,—l, —1), T= 
= (0, —1, 1). 


Soluţie. Utilizind procedeul Gram-Schmidt, construim o mulțime ortogonală {y}; Ya Ys} for“ 
mată din vectorii nenuli 


Yı = 3, = (1, 1, —1) 


Ya = 23— Ei LO = (3, —1, —1)— Ti 1, —1) = (2, —2,0) 
(Ux Ya) 3 

pann En pu 00 ao E 01 2 a 
(Uv Yo) (Wa Y2) 3 8 


O RR i 
= —_— | 
6 6 3 


3— 0.625 62 33 


Împărțim fiecare vector din baza ortogonală prin norma sa și obținem o bază ortonormată 


n (cerere): 2” (ee sai o), a (E LL 
ial V3 V3 V3) wai (2 y2 Iyl (6 6 3 
Teorema 8.1 se generalizează în felul următor. 


8.2. Teoremă. Fie V un spațiu vectorial euclidian, fie {0 ta ...} c V 
o mulțime finită sau infinită şi L(+,, ..., x) subspațiul generat de primii 
k vectori. Atunci există o mulțime {w Wa ...}cV cu următoarele pro- 
prietăți, pentru fiecare ke IN, 


1) vectorul w, este ortogonal pe L(Y, Va, ..., 9-a), 
2) Lw, see Wy) = L(Y -5 0) 


3) Wi Wa... sint unic determinaţi abstracţie făcînd de un factor 
scalar. 

În loc de demonstraţie ne mulţumim cu un mic comentariu. Vectorii 
Wis Woy -Wp au expresiile 


= s y Lren W) 212 k—1 
Wi = Vy Wry = Pra — h i r = dy kel, 
Zi (Wi Ww) 
care se dovedesc bune pentru fiecare ke IN. Evident aceşti vectori sînt 
construiți astfel încît w,,ı să fie ortogonal cu Wi, Wa ..., W, adică vectorul 
W,,1 Se obţine scăzind din v,,ı proiecţiile lui 2,4, pe vectorii 4, Wg .. -3 Wre 
Din mulțimea ortogonală (10, Wa ...} se obține mulțimea ortonormată 
WwW, Ws 
S, N. | s.. 
lwli wali 


Exemplu. Fie P spațiul vectorial al tuturor funcțiilor polinomiale reale definite pe [—1, 1} 
1 


înzestrat cu produsul scalar (v, w) = | v(t) w(t)dt. Baza acestui spațiu este alcătuită din vec- 


-1 
torii v(t) = i, n = 0,1,2,... Ortogonalizind această bază cu procedeul Gram-Schmidt, 


1 3 
obținem polinoamele Legendre, w(i) =, wat) = È ——, w(t) = È — — t, ..., Wf) = 
3 5 
n! q” 


= (8—17, 


(2n)! dt” 


§ 9. Spaţii punctuale euclidiene 


9.1. Fie V = {aā, b, ¢,...} un spațiu vectorial euclidian. O mulțime [E= {A, B,C,...yse 
numeşte spațiu punctual euclidian dacă există o funcție f: [EX[E— V astfel încit 


(G) f(A, B) + f(B, c) = f(A, C), A, B, CE E, 


(ii) funcțiile parțiale f}: [E —> V definite prin f„(B) = f(A, B) sint bijective. 
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V se numește spațiu director ; elementele lui V se numesc vectori directori ; elementele lui [E 
se numesc puncte ; f se numește funcție de structură afină. 

Spaţiul punctual euclidian [E se numește real (complex) dacă V este un spaţiu vectorial real 
(complex). Dimensiunea lui [E se definește ca fiind dimensiunea lui V. Un spaţiu punctual 
euclidian de dimensiune n va fi notat cu [Ep 


9.2. Pentru orice punct AE [E și orice vector ve V există un sirgur punct BE [E astfel 
încît D = f(A, B). 


9.3. Există spații punctuale euclidiene care nu sînt spații vectoriale. Orice spațiu vectorial 
euclidian V este un spaţiu punctual euclidian deoarece funcția f : V x V— V definită prin f(u, 5)= 
=ņū — v satisface (i) și (ii). 


9.4. Fie [E un spațiu punctual euclidian, V spațiul vectorial euclidian asociat și f funcția 
de structură alină. O pereche ordonată (A, B) de puncte din [E se numește vector tangent la [E 
în punctul A (segment orientat, vector legat). Punctul A se numește originea sau punctul de 
aplicație al vectorului tangent, iar B se numeşte extremitatea sa. Valoarea f(A, B) se nu- 
mește partea vectorială a lui (A, B). Dacă O este originea lui [E, atunci (0, B) se numeşte 
vector ce poziţie al punctului B. 

Mulțimea tuturor vectorilor tangenţi la [E în punctul A se numește spațiu tangent la [E 
în punctul A şi se notează cu T„[E. Această mulţime este un spaţiu vectorial euclidian izo- 
morf cu V. 

Doi vectori tangenti (A, B) și (C, D) se numesc egali dacă au aceeași parte vectorială f(A, B)= 
= f(C, D) si acelaşi punct de aplicaţie, A = C. Doi vectori (A, B) şi (C, D) care au aceeași 
parte vectorială, f(.1, B) = f(C, D), dar care au puncte de aplicaţie diferite, A # C, se numesc 
paraleli. 

Mulțimea tuturor vectorilor tangenţi la [E paraleli cu un vector tangent dat se numește 
vector liber şi se identifică cu un vector director (element al lui V). 


9.5. Un vector legat (A, B) se se notează cu AB sau cu D dacă f(A, B) = T ; un vector liber 
se notează fie prin AB, iake AB este un segment orientat din mulțimea numită vector liber» 
fie prin D dacă f(A, B) = 

9.6. Fie [E un spațiu punctual euclidian. Funcţia d: [E x [E —> [R , definită prin d(4, B)= 
= | ÄB] = Vaz, AB) este o distanţă pe [E. 


9.7. Fie E o mulţime închisă din [E fie A un punct oarecare din [E, și B un punct oarecare 
din ©. Marginea inferioară 


d = d(4,5) = inf d(A, B) 
BEE 


se numește distanța de la A la X. Aceasta este de fapt minimul funcției B— d(A, B). 
Fie ©, și Xa două mulțimi închise din [Ẹ,, fie A un punct oarecare din E, și B un punct 
oarecare din X,. Marginea inferioară 


d= dŒ, E) = inf  d(A, B) 
ACE, BEL 


se numește distanța de la B, la X. Dacă X, este compactă şi dacă D, nE,=Ø9Ø, atunci d= (2, £) 
este minimul funcției (A, B)—> d(A, B). 


9.8. Fie Tep ; c> en} o bază ortonormată a spațiului director V și O originea spațiului punc- 
tual euclidian [E,. Ansamblul # = lO hr -> en)} se numește reper cartezian în En 


x a i = 
Coordonatele (£4, .., z,) ale vectorului de poziție OM = tei +... + Dep se numesc coor” 
donatele carteziene ale punctului M in raport cu Z. 
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Fie A(£y,. -> 2) SÌ Ba: 29): Rezultă AB (pita) et ee ten HU) cn O(A, B) = 
= Vaz F.F Un — aa). 


§ 10. Probleme 


1. Fie mulţimea [R° = [RXIRXI[R pe care definim operaţiile (1) æ + y = (£1 + Yir 
za + Ye Ta +p), Va, yE R? (2) ke = (kr, 0, ka), Y keR, VzelR?, (3) kr= 
= (kx; ka qx), V ke R, YeR? 

Formează [R° un spațiu vectorial real față de operațiile (1) şi (2)? Dar față de (1) și (3)? 


2. Săsearate că mulțimea tuturor şirurilor convergente cu elemente din [K([IK = Ç sav 
[IK = [R) formează un spațiu vectorial peste [K în raport cu adunarea a două șiruri și înmulțirea 
dintre un număr și un șir. 


3. Să se stabilească dacă mulţimea tuturor funcţiilor reale de clasă C¥ pe U c [R” este un 
spaţiu vectorial real în raport cu adunarea funcţiilor și înmulţirea dintre un număr și o funcţie. 


4. Idem pentru mulţimea funcțiilor integrabile pe [a,b]. 


5. Fie V un spaţiu vectorial real. Pe V x V definim operaţiile 
(u, v) + (2, y) = (U + z, v+ y) 
(a + ib) (u, v) = (au — bv, bu + av), a + ibe ©. 


Să se arate că V XV este un spațiu vectorial peste Ç (acest spațiu se numește complexificatut 
lui V şi îl notăm cu CV). 


6. Să se stabilească dacă mulțimile 
A = {PE [R,[X] |3 ge [R,[X] a-t. p(z) = a(z + 1)— (2), Y xE RR) 
B = (pe [R,[X]l p(z) = p(z + 1), Y xE R} 


sînt subspații vectoriale ale spaţiului vectorial al polinoamelor cu coeficienți reali, de grad cel 
mult n. 


7. Să se cerceteze dacă vectorul v = (1, —2, 0, 3) este o combinație liniară a vectorilor 
u, = (3, 9, —4, —2), Ug = (2, 3, 0,—1), us = (2, —1, 2, 1). 

8. Dindu-se subspațiile W și U generate respectiv de vectorii w, = (2, 3, 11, 5), Wg = (1,1, 
5, 2), Wa = (0, 1, 1, 1); u, = (2, 1, 3, 2), u = (1, 1, 3, 4), Ug = (5, 2, 6, 2), să se arate că aceste 
subspații sînt suplimentare și să se găsească descompunerea vectorului v = (2, 0, 0, 3) pe aceste 
subspații. 


9. Să se stabilească care dintre următoarele submulțimiale lui C“([R) sînt liniar dependente, 
respectiv liniar independente (1, cos 2x, cos? £}, (ez, e72, ch x}, {e7, ze7,..., ah len}. 

Fie fu fo. --» fp E CR). Determinantul w = det [r -®), i, j= 1,2,..., 1, se numește 
wronskianul funcţiilor fys fas. - «> fne Să se arate că {fys fos- +» fp} este liniar dependentă dacă și 
numai dacă wronskianul este nul. 


10. Fie [K[X] spaţiul vectorial a! tuturor polinoamelor în nedeterminata X. Să se arate că 
(1, X, X?,..., X”, ...} este o mulțime liniar independentă, 
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11. Să se găsească o bază a sumei și o bază a intersecţiei subspaţiilor vectoriale W și U gene- 
rate respectiv de vectorii 


w, = (1, 2,1), w = (2, 3, 1), w = (3, 1, 1) 
u, = (0, 4, 1), u, = (1, 0, —2), u = (1, 0, 3) 


12. Să sc stabilească dimensiunea subspațiului 47 c Ms (R) 


z 0 
SI = AA = g , y = u — 3n, x, y, u, vE [R 
Ă uv 0 


şi să se găsească o bază. 


13.. Să se determine coordonatele vectorului x = (0, 0, 1, 1) în baza B = {e;, ez, eg, €}; e= 
= (1,1,0,1), e, = (2, 1, 3, 1), ea = (1, 1,0, 0), e, = (0, 1, —1, —1). 


14. Fie V, spațiul vectorial real al polinoamelor în cos x care au cel mult gradul 4. Să se 
scrie transformarea de coordonate care permite trecerea de la baza B = (1, cos x, cos? z, cos? T, 
cost x) Ja baza B’ ={1, cos z, cos 2x,cos 3x, cos 4x} și să se găsească inversa acestei transformări. 

15. Fie spaţiul vectorial complex n-dimensional Ç” și fie RO” trecerea în reala lui C”. a 
că dpi vector z=(@ + ib}, aa + iba...» ap +ib,) din Ç” îi corespunde vectorul (a; az,» » 
223 aps Das Bays = «o Dp) din ROP, să se stabilească vectorul din Re” care este asociat lui iz. ` 


Dacă T este, înzestrat cu produsul scalar (z, w) = AN + dofia + .+ CnB unde 7 = 
= (Oys ase - -s Op), W= (Bis Bos- - -> Bp) să se stabilească ce produs eala. se induce în RE". 


13 Să se arate că amicale {, ): R,[X]x Ra,[x]> R sefia prin formulele (+) (p, 9)= 


= F ab (++) (p; 49) = pă (1 ab unde p = 5 aX’, q = 5 b, XÍ, sînt respectiv produsé 
j=0 j=0 j=0 j=0 
scalare. 


Să se calculeze unghiul dintre polinoamele p și q, faţă de produsul scalar (*), respectiv 
(x); unde p = 4 +:X?, q = 2 — 3X — 2X2. 


17. Fie spațiul vectorial euclidian real C°([0, 4]) în care produsul scalar este dat de (f, g9) = 
4 


= | f(x) g(z)dz ; să se scrie inegalitatea lui Cauchy-Schwarz și să se calculeze d(f, 9), 1g t, unde 


(0 


z, xE [0, 2] 
f(x) = 1, g(x) = | 
4—xz, ze(2,4]. 


18. În spaţiul euclidian canonic [R 3, fie vectorul v = (14, —3, —6) și submulțimea S = 
= (07503, aş), unde a, = (—3, 0, 7), az = (1, 4, 3), as = (2, 2, —2). Să se găsească proiecția orto- 
gonală wa lui v pe L(S) și vectorul wt. t2 


19. Fie Ri spațiul vectorial euclidian canonic cu patru dimensiuni. Să se găsească o bază 
ortonormată pentru subspațiul generat de vectorii z, = (0, 1, 1,0), za = (0, 4; 0, 1), £= 
= (1, —1, 1, 0), z, = (1, 3, 0, 1). 


20. Fie spațiul vectorial euclidian C“([0, 1]) în care produsul scalar este definit prin aplicația 
1 


(f 9)= (ro g(x)ăz. Să se ortonorme ze mulțimea (2, 2 + x, (2 + x), (2 + 2)). 


0 
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Capitolul 3 
TRANSFORMĂRI LINIARE 


§ 1. Proprietăţi generale 


Fie V şi W două spaţii vectoriale peste cimpul K. 
1.1. Definiţie. O funcție 7 :V >W cu proprietățile 


T(æ +y)= F(s) + 709), VayeV, 
T (kæ) = k7(a), VkeK, VazeV 


se numește transformare liniară (operator liniar sau homomorfism de spaţii 
vectoriale). 

Precizare : uneori în loc de Z (æ) se scrie 7w. 

Restricția unei transformări liniare la un subspațiu vectorial al lui V 
este tot o transformare liniară, dar restricția unei transformări liniare la 
o submulțime a lui V care nu este subspațiu vectorial nu mai este o trans- 
formare liniară. Orice transformare liniară definită pe un subspațiu vec- 
torial al unui spațiu vectorial V poate fi prelungită la o transformare 
liniară definită pe V. 

O transformare liniară £: V —> K (cîmpul IK este considerat ca spațiu 
vectorial aritmetic cu o dimensiune peste IK) se numeşte formă liniară. 


1.2. Teoremă. Funcţia 7:V — W este o transformare liniară dacă 
şi numai dacă 


T(ko +y) = k7(a) +III (y) Wk leK, z,yeV. 


Demonstraţie. Dacă 7: V — W este liniară, atunci conform definiției 
1.1 avem J (ke + ty) = Tka) + T(ly)=&7(&) + 17(y) şi deci condi- 
ţia din teoremă este satisfăcută. 

Reciproc, condiţia din teoremă împreună cu ipoteza k =l=1 dă 
T(æ +y) = 7(2) + 7(y), iar împreună cu ipoteza l=0 implică 
T (ke) = kI (2). 


Exemple. 1) Fie aplicația 7 : [R° — [R° definită prin 
T (E1, La) = (Lys Tas Ty H 22). 


Succesiv avem Z((z, £a) + (Yu Y) = F (21 + Yo Ta + Ya) = (tu H Yp Ta + Ya Vy Yit 
+ Ta + Ya)= (Tp To Ti + o) + (Wy Yo Y + V=] (Ep Ta) +I (Yr Y), V (3p To) (Yo Y2)€ R? 
Analog, Z(k(z,, za) = J (k2, kre) = (kys ko key + kta) = kt Vo tat Ta) = KI (2 Ta 
VKE IR, Y (zu ze [R?. 

__2) Fie [K[X] spaţiul vectorial al polinoamelor în nedeterminata X cu coeficienți din IK. Deri- 
vata D : K[X] —> IK[X] este o transformare liniară. 


1.3. Teoremă. Fie 7 : V —W o transformare liniară. 

1) 7 (0) = 0. 

2) Dacă U este un subspațiu vectorial al lui V, atunci 7 (U) este un 
subspațiu vectorial al lui W. 

3) Dacă vectorii a, Va -.-; 8n EV sint liniar dependenți, atunci şi 
vectorii J (21), F (a) ... „7 (2) e W sint liniar dependenţi. 
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Demonstraţie. 1) Relaţia 7(ka) = k(x), VhkeK, VaeeV implică 
7(0) = 07(0)=0. 
2) Fieu, ve 7(U) și k, le K. Existenţa elementelor æ, ye V astfel încît 


u = 7(2), v =F (Y), impreună cu liniaritatea lui 7 implică ku + Ww = 
= k7 (@) + 17(y) = Fi(ka + ly)e 7(U). De aceea Z(U) este un sub- 
spaţiu vectorial al lui 

3) Temă. 


Fie (V, W) mulțimea tuturor transformărilor liniare definite pe V 
şi cu valori în W. Egalitatea transformărilor pegi adunarea si înmulțirea 
cu scalari se definesc ca la funcţii; dacă S, 7 e L(V, W), atunci 


F = Te f(x) = T (e), vaeV, 
(F + Tæ) = F(a) + Ta) VaeV, 
(KPE) = kI (x), VhkeK, Yser. 


În raport cu aceste operații mulțimea Z(V, W) este un spațiu vectorial 
peste cîmpul K. 

Elementele lui Z(V, V) se numesc endomorfisme ale lui V. 

Spaţiul vectorial Z(V, K) al tuturor formelor liniare definite pe V 
şi cu valori în [K se numeşte dualul lui V. O parte a dualului lui Z(V, K) 
se identifică cu V, fiind izomorfe. 


1.4. Teoremă. Fie V, şi W două spații vectoriale peste cîmpul IK, 
fie (e, ep, .. -3 €n} O bază a lui V,, iar Wi, Woy... Wn N vectori arbitrari 
din W. 

1) Există o transformare liniară unică Z7:V,— W care satisface 
T (e:i) = W i = 1,2,... n. 

2) Dacă vectorii 20, Ws, ..., Wn Sînt liniar independenți, atunci trans- 
formarea liniară 7 determinată de condiţiile Z (e) = Wa i = 1,2,..., n 
este injectivă. 


Demonstrație. 1) Fie ve V, adică = Ẹ v: Regula æ -> 7 (w) = 
i=1 
= Ş zu, defineşte o funcţie 7 : V, > W, cu proprietatea F (e:i) = Wi 
fl 
i = 1,2,..., n. Să arătăm că 7 este o transformare liniară. Pentru 
aceasta observăm că dacă yeV,, y= $ yes atunci ke + ly = 
iml 
= 2 (ka +1) E Vn, Yk, lE K şi (ke +ly)= 5 (kæ: + lyw: = 


i=l 


=k Şi aa, HUY yan = ET) +79). 
iml 


Unicitatea lui 7 se demonstrează prin reducere la absurd. 


2) Fie z = 5 Vili Y = >? Ye; doi vectori oarecare din V,. Ipotezele 


i=l i=l 


Te) =w, i= 1,2,..., n, Zi) =7(y) implică $ (&; — Yw, = 0. 
i=1 

Aceasta împreună cu liniar independenţa vectorilor Wi, Wos... Wp dă 

Ti = Yis adică g = y. 
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Compunerea ațdouă transformări liniare, definită ca la funcţii, este 
numită înmulţire (produs) şi are ca rezultat tot o transformare liniară. 
Evident compunerea nu este comutativă, dar este asociativă. 

Compunerea poate îi combinată cu operaţiile algebrice de adunàre şi 
înmulțire cu scalari : 

1) dacă £, Z, € sînt transformări liniare pentru care àù sens A+B, 
AB, şi BE, atunci Yk, leK, 


(kA +12)6 = kA 4126 


2) dacă £, 2, € sint transformări liniare pentru care au sens £ +3, 
EA şi EZ, atunci Y k, le K, ; 


CA +12) = kE +162. 


Fie 7 un endomorfism al lui V. Puterile naturale ale lui 7 se definesc 
inductiv : 
= 3, a E n= 1 AL 


unde J este identitatea. 

Fie 7:U—V o transformare liniară bijectivă (inversabilă).- Inversa 
F-:V —> U este tot o transformare liniară. În plus dacă 7 : U —>V. şi 
9 :V ->W sint transformări liniare bijective, atunci Z o F`: U - >W 
este o transformare liniară bijectivă şi (F o 7J = Jio PT1, > ` 

O transformare liniară bijectivă se numeşte bcu ci de spaţii vecto-: 
riale (vezi Cap. 2 $5). 


§ 2. Nucleu şi imagine | 
Fie V şi W două spaţii vectoriale peste cîmpul K, iar 7 :V > W. o 
transformare liniară. l 
2.1. Definiţie (fig. 1). Multimea 
Ker(7) = {vse V, 7(n)= 0ceV 


se numește nucleul lui 7. 
Mulțimea Im(7) = 7(V) e W se numeşte imaginea . lui V prin T. 


2.2. Teoremă. Fie 7 e Z(V, W). 
1) Nucleul lui 7 este un subspațiu vectorial al lui v. 
2) Imaginea lui V prin 7 este un subspațiu vectorial al lui W 


Fig. 1 
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. Demonstrație. -1) Fie a, y e Kerg, adică Z (æ) = 0, 7(y)= 0. Liniari 
taten lui 7 implică (kæ + ly) = 0, V k, le K, şi deci ka + lye Ker(7), 
k, le K. 


2) Temă! 


Exemplu. Pentru J :R?—> [R5, Fa T) = (£p o Lat Ze) găsim -Ker(7)= 
= (2 22)€ IR2(z Ta 23 + x)= (0, 0, 0)}={(0, 0)), Im(7)=((y25 Ya Ya)€ [R2/2 (£x za)€ [R?, 
(Zi Tos Tı + T3) = (Yo Yo Ya)} = (Ya Ya» Ya)E [RS + Y2 = Ya} Se observă că J este 
injectivă, dar nu este surjectivă. 


2.3. Teoremă. Dacă Z :V — W este o transformare liniară, atunci 
următoarele afirmații sînt echivalente. 

(1) 7 'este, injectivă. 

(2) 7:V-—7(V) este inversabilă. 

(3) Ker( 7) = {0}. 


Demonstraţie. Echivalenţa dintre (1) şi (2) este evidentă. De aceea 
este suficient să dovedim că (1) este echivalentă cu (3). 

Fie Ker(7) = (0). Ipoteza J (æ) = J (y) împreună cu liniaritatea lui 
T implică Z(2 — y)= 0, adică æ — ye Ker(7). Astfel 2z—y=0, 
adică x = y şi deci 7 este injectivă. 

Presupunem că 7 este injectivă. Această ipoteză împreună cu pro- 
prietatea generală 7 (0) = 0 implică Ker(7) = {0}. 


2:4. Teoremă. Dacă V este finit dimensional, atunci și spațiul vectorial 
Im(7) este fmit dimensional şi 


dim Rer(7) 4 dim Im(7) = dimV. 


Dimensiunea nucleului lui 7 se numeşte defectul lui Z,iar dimensiunea; 
imaginii lui V prin Z se numeşte rangul lui 7. 


Demonstraţie. Fie n = dim V şi p = dim Ker(7). Cazul p = 0 este 
lăsat pentru cititor. Dacă p>1l alegem o bază (es, <s Eps Opis ++ +3 Ca) 
în V astfel încît {e}, .. ., ep} Să fie o bază în Ker(7). Pentru orice y e Im(7 ) 


există un 2 = See, e V astfel încît y = J (@) = 7(5 ad. )= ELT le)= 
>=] tsi É, iel 

= pai (p41) H--- +H nT (en), deoarece 7(e,)=0,..., T (ep )= 0. 
Rezultă că (ep), ..., T (en) generează pe Im(7). Să arătăm că aceşti 
vectori sînt liniar independenţi: din Fps (ep) +... PR Te) = 0 
găsim 7 (papat --- F Enen) = 0, adică dai a, a pă kren e Ker(7) 
Sau Fola --- F Baa = Ras dk... 4 kpep; liniar independenţa. bazei 
din V implică k; =... n fi papat s.. = ky = 0 

În concluzie spațiul vectorial Im(7 ) este finit, dimensional şi 
dim Im(7) = dim V — dim Ker( J). 


Exemple. 1) Pentru endomorfismul J : R?— [R2 definit prin Z(2)=(z, + £y + £y £3 + 
+ Ea + To T4 + Za + Ta), 2 = (Tis Tos Ta) avem Ker(7)=(2/7 (2) = 0). Din J (x)= 0 obţinem 
sistemul 2, + Tg + Tg = 0, T1 + To + Tg = 0, Tı + Ty + Tg = 0 care se reduce la ecuația 
Tı + Ty + T = 0 ceea ce arată că sistemul este dublu nedeterminat și are soluţia 
(£1, o Tg = —T,— 12). În concluzie orice vector ze Ker(9) are forma z = (£4, Ty — 3 — 3) = 
= z(1, 0 —1) + za(0, 1, —1). Vectorii e, = (1, 0, —1) și e = (0, 1, —1) sînt liniar indepen- 
denţi și generează pe Ker(7 ) aşa încît ei formează o bază în Ker(7). Deci dim Ker(7) = 2, 
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Din definiţia subspaţiului Im(7 ) conchidem că orice vector din Im(7) arc coordonatele egale 
aşa încit orice doi vectori din această mulţime sînt liniar dependenţi. Deci dim Im(7) = 1. Evi- 
dent dim Im(7) = dim [R? — dim Ker( 7) = 3—2 = 1. 

2) Fie V spațiul vectorial al tuturor funcțiilor reale continue pe [a, b] şi endomorfismul 

ò 


T :V— V definit prin g = J (f) unde g(x) = (ro cos (x — t)dt, ze [a,b]. Să determinăm 


b 
Ker( J). Anume condiţia J (x) = 0 implică g(x) = 0 adică o cos (x — t)dt = 0, W £E [a,b]. 
a 


Ori această condiție este echivalentă cu (ro cos rar) cos t + (| f(0) sin ra) sin x = 0, 


b b 
W ze [a,b] ceea ce înseamnă că fre cos td! = 0, fre sintădt=0. 


Deci Ker(.7) conţine acele funcții f care sint ortog ale funcțiilor cos și sin, 


2.5. Teoremă. Presupunem că 7 :V —> W este o transformare liniară, 
iar dim V = n. Atunci următoarele afirmaţii sint echivalente. 

(1) Z este injectivă. 

(2) Dacă &,...,epe V sint vectori liniar independenţi, atunci şi 
T (ei) ..., Z(ep)e Z(V)e W sint vectori liniar independenţi. 

(3) dim 7(V) =n. 

(4) Dacă (e, ..., €n} este o bază pentru V, atunci (7(€,),..., Zi(e,)) 
este o bază pentru 7(V). 

Demonstraţie. Cea mai simplă justificare este dovedirea implicaţiilor 
(1) = (2) = (3) = (4) = (1). 

Admitem că 7 este injectivă, iar &, ..., €€ V sint vectori liniar inde- 
pendenți. Relația ky (e) +... F k 7 (ep) =0 implică Z (kje, +. 

. + kpep) = 0, adică he +... + kpepe Rer(7) = (0). Deci ke + 


se i isi AE şi prin urmare k; = = i = 0. Astfel (1) = (2). 
Dacă (2) este adevărată Y p <n, iar (e, ..-; ĉn} este o bază în V, 
atunci vectorii 7(e,),..., 7(e,) sînt liniar independenţi. De aceea 


dim Z(V) > n. Pe de altă parte teorema 2.4 arată că dim Z(V)s<n. 
Rămine că dim Z(V) = n, adică (2) = (3). 
Fie (3) şi (e, -- -3nay o bază în V. Pentru orice ye (V) există 


2 = y zece V astfel încit y =J (æ) = $ £T (e;). De aceea { 7 (e), .. 


i=l i=l 


.., I (en)} generează pe Z(V). Aceasta împreună cu dim (V) =n 
implică faptul că {7 (e1), ..., Z(e,)) este o bază a lui 7 (V). Deci (3) = (4). 
Dacă (4) este adevărată, atunci 7(2) = 0 implică v=0 şi deci 
Ker(7) = (0), adică (4) = (1). 
2.6. Teoremă. O transformare liniară injectivă 7 : V„—> W, este bijectivă,. 
Demonstraţie. Presupunem că 7 este injectivă, adică Ker( 7) = {0}. 
Relaţiile dim Ker(7) = 0, dim V = dim Ker(7) + dim Im(7) m 
dim Im(7) = n. Aceasta împreună cu Im(7) c W, implică Im(7) = 
adică 7 este şi surjectivă. 
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Exemple. 1) Transformarea liniară 7 : [R2— [R2 definită prin J (x) = (x1 + Za — 21y, to 
23 — Ta), T= (Ty Za La)E [R? este bijectivă. Într-adevăr 7 fiind un endomorfism este suficient 
să arătăm că este injectiv. Din J (2) = 0 rezultă sistemul liniar și omogen ta + Za — 223 = 0, 
£ = 0, 24 — q; = O, care admite numai soluţia banală 2, = £3 = 23 = 0. În concluzie Ker7 = 
= {0}. Pentru a determina transformarea inversă notăm 7 (x) = y, unde y = (Yp Y» Ja)€ [R2. 
Obţinem sistemul liniar 2, + Xa — 283 = Ya Ta = Yo Ta — Ta = Ya cu soluția Ti = Ya — Yı + 
+ 2Ua Za = Yy Tg = Ya — Yı + Ya Deci THa) = (1a — Ty + 22a, To, To — Ly -H Ta). 

2) Endomortismul 7 : V—V cu proprietatea că 72—7 -+J = este inversabil. Într-adevăr 
dacă J (21) = F (23), Za VE V avem și 72(x,) = (22) şi atunci, din 722 )—7 (2 )+ 2=0 
și 723) — T (22) + ta = 0, rezultă a, = q, ; deci Z este injectiv. 

Notind t=y—J (y) rezultă F (x) = F (y) — 7?(y). Din condiția 72— 7 + J = 0 avem 
IJ=7— aşa încît y=7 (y) — 72(y). Cele două egalităţi implică y= J (x) adică Z(V)=V, 
ceea ce înseamnă că 7 este surjectiv. Cum 7 este injectiv și surjectiv rezultă că 7 este bijectiv. 


$ 3. Matricea unei transformări liniare 


Fie V, şi W, două spaţii vectoriale finit dimensionale peste cîmpul IK 
și 7:V, — W, o transformare liniară. 


s 


3.1. Teoremă. Dacă {e}, ez... se.) este o bază a lui V,, iar (wy, Wage « Wm? 


este o bază a lui Wm, atunci există o matrice şi numai una T = [lb] de 
tipul m x n astfel incit Z(6;) = 5 tip. În plus, dacă e = 5 ve; are ima- 
iml j=1 
m 
ginea 7 (x)= 5, ya atunci y; = 5 tula t = 1,2,... m. 


i=l j=1 
Notind X = [ti 2o -3 Lah E = [i Ya -::5Ym] obţinem scrierea, 
matriceală Y = TX a lui 7. 


Demonstraţie. Teorema 1.4 arată că 7 este unic determinată de valorile 
J(ee Wn. Pe de altă parte fiecărui vector J (e;), j = fixat, i se ataşează 
coordonatele sale (tis tai ---5m) în raport cu baza {W, Wa... Wm 


Deci 7(e;) = § tibi Î = 1, 2, ..., n, matricea T = [ty] ale cărei coloane 
i=l 


au drept elemente coordonatele vectorilor Z(e,), 7(e3),..., T (en) în 
raport cu baza (009 Wos « + -3 Wmy fiind unic „determinată, 


Fie = 2 ze;e V. Rezultă 7(2)= x æ; T (e) = y a[5 tm) = 


j=1 jml Îl iml 


=} (5 tua) w; Tinind seama de F (@) = 5 YO găsim Y; = Y tit, 


i=] \j=1 i=l j=1 
= Lp EE Ma 

T se numeşte matricea asociată transformării liniare 7 în raport cu 
perechea de baze considerate. Vom scrie T = m(7). 


Exemplu. Fie J : VaV, endomoriismul definit prin J (0) = vxa, afixat (vezi Geometria 
analitică). Ne propunem să determinăm o bază în V, faţă de care matricea lui J să fie de 
forma 
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„ Pentru aceasta considerăm baza formată din vectorii e, = a, 6E Im(7), e ea ez Xa. Renume- 
rotînd, obținem baza formată de vectorii În = ep A = & h = e în care J| NA = 7 (2) = 
= axa = axa =0=0: A +0: În +0: În 7) = Ze) = ta xa=(e2xa)xa = (i, e) — 
— (4, a) = — (a, ajea = — jali =0: fi + 0: fe — jūl deoarece € Im(7) implică 
(a,€)=0:; Tia) = J (ea) = eX = e = fa =0: f + 1: A +0: fa Avînd în vedere 
definiția matricei unui endomorfism într-o bază rezultă că baza căutată este {fo fa f} 


Fie Z(V,, Wn) mulţimea tuturor transformărilor liniare de la V, la 
W Și Kmnx(K) mulţimea tuturor matricelor de tipul m xn cu elemente 
din K. Funcţia m: (Vn, Wa) > M mx K) definită prin 7—>T (în raport 
cu baze fixate în V, respectiv Wn) este un izomorfism de spații vectoriale. 
De aceea spațiul vectorial LV a Wn) are dimensiunea mn. 

Izomorfismul m are proprietățile : 

1) MST) =m, Fm T), dacă S7 are sens; 

2) S :V,—>V, este inversabilă dacă și numai dacă m( F) este inver- 
sabilă şi m( F- 1) = (m(P)y! 

Fie V, un spaţiu vectorial n- ;-dimensional peste cîmpul K Si J: V, > Vy 

o transformare liniară (endomorfism). Fixînd baze diferite în V,, Ti F 
i se asociază matrice pătratice diferite. 


3.2. Teoremă. Matricele A şi B, pătratice de ordinul n, cu elemente 
din IK, reprezintă aceeași transformare liniară 7 : V, > V, dacă şi numai 
dacă există o matrice nesingulară © astfel încît; B = CIAC. Matricea 0 
este de fapt matricea de trecere de la baza veche la baza nouă. 


Demonstraţie. Fie (ej, €z ---, €n} Și (e, e, ~ es) două baze în V,, 
iar O = [c] matricea de trecere de la prima bază la a doua, adică 
f 


mi Citi] = 1, 2, ..., n. Fie Z : Vp > V0 transformare liniară. Notăm 
uA ars [a] matricea ataşată lui 7 în raport cu prima bază, adică F (e;) = 


Qili Î = 1,2, ... n, şi cu B = [by] matricea atașată lui. Z în 


îm 


raport; cu a doua bază, adică 7(6;)= 9 be, j = 1,2, ..., n. Relaţiile 


J pa] 
i=l 
76) = $o = $ ( E cuer )- $ (5 obu) en Te) = 7(ă a) 
i=l k=l k=1 \i=1 i=l 
ss >: Cyu T (e) = 5 cul Ş > aner ) =% ( > Akribrj ) e implică $ by = = 
ti i=l Rl k=1 \ i=l i=l 


= £ AC Sau altfel scris CB = A0. Rezultă B = C-1A0. Cu acestea 


i=l 


teorema devine evidentă. 


Exemplu. Fie J4, Za: [R*— [Rt două endomorfisme definite prin J (®)=(£4, Ta, Lgs Xa) res- 
pectiv J a(1)=(x1 + La + Ta + Ta 0, 0, 0), 1T=(L]s Tos Ta» L4)E [R4 Să se determine matricea 
sumei 7 =J, +J a în raport cu baza determinată de vectorii f= (1, —1, 2, 3), fa = (2, 1, 1,0), 
fa = (3, —2, 0, 0), fa = (4, 0, O, 0). 

Deoarece J (x) = (J1 + TaT) = (21 + To + Ty + 22y Ty Lg, 14) rezultă că pentru baza 
canonică e,= (1, 0, 0, 0), e= (0, 1, 0, 0), eş= (0,0, 1, 0), e4= (0, 0, 0, 1)a lui [Rtavem J (e)= 
= (1,0,0,1) Z (e) = (1, 1, 0, 0), (es) = (1,0,1,0) şi J(e) = (2,0,0,0). Matricea lui 
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T =J, + J, în această bază este 


1 1 1 2 

0 10 0 
A = 

0 0 1 0 

1 0 0 0 


şi avînd în vedere că matricea de trecere de la baza canonică la baza formată de vectorii În 
d = 1, 2,3, 4 este 


1 2 3 4 
—1 1 —2 0 
C= 
2 1 0 0 
3 0 0 0 


rezultă că matricea lui 7 = 7, + J, în baza formată de vectorii f; este 


13 233 1 413 
433 —1/3 —2  —8/3 
B = CAC = 
d A E T — 


12 74 14/8 7/2 


La același rezultat se ajunge dacă scriem matricele T} ṣi T, ale lui 7, și Ja 


Matricele A, Be /„x„(IK) se numesc asemenea dacă există o matrice 
nesingulară C e Maxn( K) astfel încît B = 0140. Asemănarea matricelor 
este o relație de echivalență pe /„x„([K), fiecare clasă de echivalență 
„corespunzind la un endomorfism 7 al lui V,. 

1) Deoarece C este nesingulară, matricele B şi A au acelaşi rang; 
acest număr este de fapt rangul endomorfismului T. 

2) Deoarece det B = det; (0140) = (det 0C-1)(det A)(det 0) = det A, 
toate matricele dintr-o clasă de echivalență au acelaşi determinant, 
Această observaţie permite să definim determinantul unui endomorfism al lui 
V, ca fiind determinantul matricei asociate în raport cu o bază fixată. 


$ 4. Endomoriisme particulare 


Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K şi Z(V,V) mulţimea tuturor 
-endomorfismelor lui V. Mulțimea (V, V) este (1) un spaţiu vectorial 
peste cîmpul K în raport cu adunarea endomorfismelor și cu înmulțirea 
dintre un scalar şi un endomortism, (2) un inel în raport cu adunarea endo- 
morfismelor şi cu produsul (compunerea) endomorfismelor. 


4.1, Definiţie. Pie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K. Endomorfismul 
F : V -> V se numește 
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1) automorfism dacă este bijectiv ; 

2) proiecție dacă F? = F ; 

3) involuție sau structură produs dacă F? = J, unde J este transformarea 
identitate ; 

4) structură complexă dacă F? = —J ; 

5) endomorfism nilpotent de indice p dacă F? = 0, unde p=2,3,. 
iar O este transformarea zero. Un endomorfism nilpotent de indice 2 și de 
rang maxim posibil se mai numește structură tangentă. 

Submulţimea lui Z(V, V) ale cărei elemente sint automorfismele lui 
V este notată cu 42 (V). Această submulțime nu este un subspaţțiu vec- 
torial al spaţiului vectorial Z(V, V) deoarece suma a două automorfisme 
poate să nu fie un automortism. În schimb £7(V) este un grup în raport 
cu produsul (compunerea) automorfismelor. Grupul Z7(V) se numeşte 
grupul liniar general. 

Exemplu. Dacă F : V,—V, are proprietatea că Z*= 7-7 atunci F este un automorfism. 
Într-adevăr fie A = [a,,] matricea asociată lui F în raport cu o bază din V, Relaţia F°—F + 
-+ J = 0 este echivalentă cu egalitatea matriceală —A? 4+ A—I=0 sau A(I—A)= 
= (I— A)A = I ceea ce arată că I — A este inversa lui A și deci F este un automoriism. 


4.2. Teoremă. Dacă F : V —>V este o proiecție, atunci 
V = Ker( F) 9 Im(7). 


Demonstraţie. Fie ve V, F(v)e Im(7) şi w =v — F(v)e V. Rezultă 
Flw) = F(o — F(w)) = Fw) — Fv) = 0, adică weKer( F). Deci 
V = Ker( F) + In( F). 

Să arătăm că Ker(F)nIm(F)= {0}: fie ueKer(F)nIm(F). 
Apartenența u e Im( F) implică existența lui ve V astfel încît u = F (v); 
apartenența ue Ker( F) implică 0 = F(u) = F(F(w)) = F(v) = u. 

Denumirea de proiecție provine din interpretarea geometrică a relației 
V = Ker(7) 9 Im( F); fiind dat ve V, există un singur vector w e Ker( F) 
şi un singur vector ue Im(F) astfel încit v =w +u, unde F(w) = 0 
şi F(u) = u. Geometric, F proiectează (fig. 2) vectorul ve V pe subspa- 
tiul Im( F) de-a lungul subspațiului Ker( F). 

Dacă F este o proiecție, atunci și J— F este o proiecție. În plus se poate 
arăta că 
V=KRer(3— F)9Im(J— F), Rer(3—7)=Im(7), Im(9— F) = Ker( F). 
Din acestea se observă că restricția lui Z la Im( F) este identitatea pe 
Im( F), iar restricţia lui J — F la Ker( F) este identitatea pe Ker( F). 

Exemplu. Fie Z :V—V un endomorfism pe V. Să 
arătăm că endomortismul F, = 27 — J este o involuţie 
dacă și numai dacă F este o proiecţie. Dacă F este o proiec- 
ție, atunci F? = F. Rezultă F? = 4LF? —4F + J=J 


ceea ce înseamnă că F, este o involuție. Reciproc, relația 
„1 1 1 1 

F= implică F?= rak Sat a dna bai d 
4 2 


şi deci F este o proiecție. 
Teorema 4.2 se generalizează în felul următor. 
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4.3. Teoremă. Dacă F: V >V, i=1,2,...,p, sînt proiecţii cu 
$ 
proprietățile 2,7, = 0 pentru i +j și $; F; = J, atunci 


i=l 
V=Im(7,)e... 9Im(7,). 
4.4. Teoremă, Un spaţiu vectorial finit dimensional V admite o struc- 
tură complexă dacă şi numai dacă dimensiunea sa este pară. 


Demonstraţie. Presupunem dim V =n—2m. Fie fe,,ez, ..-; em» 

Em ++ +> Com} O bază a lui V. Definim o transformare liniară Z prin 
ZF(e;) = empi F (lemti) = —e i = 1,2,... m. 

Avem F?(e,) = —lz = 1,2,..., n şi deci F? = —J, adică F este o 

structură complexă. 

Reciproc, fie F o structură complexă pe V. Dacă alegem un vector 
nenul z, din V, atunci se poate arăta că vectorii 4, F(x) sint liniar inde- 
pendenți. De asemenea, luînd din V un alt vector æ, cu proprietatea că 
Di, La F(x) sint liniar independenţi, deducem uşor că vectorii m, s, 
F(a), F(®) sînt liniar independenți. Continuînd acest procedeu obţinem 
o bază a lui V care conține un număr par de vectori, adică dim V = n = 
= 2m. 

Observaţie. Matricea atașată structurii complexe 7 : Vom Vam în raport cu baza (a. - -2 ap 


Fi), F(a,)) este 
0 —I n 
S 


4.5. Teoremă. Dacă Ze ZVV,V) este un endomorfism nilpotent de 
indice p şi £E V, 240 aşa încit ZP-(20) # 0, atunci vectorii Sy 
T (£o), ---, 7P?-l(ay) sint liniar independenți. 


p=1 
Demonstraţie. Fie combinaţia liniară Y) k: 7 (xo) = 0, k; E€ K, i = 0, 1,... 
i=l 


..., P — 1 şi fie j primul indice pentru care k; ar fi nenul. Atunci împăr- 


: -1 : ; 2-1 ia 
pind prin k; obținem (+)7%(29) = $) 17 (20) = ge £ 17a) )= 
ze e pui 
= 7i*(y) unde am notat y = ŞI 47 (a) iar |, = i i=j... 
i=j+1 j 

srep — l- : , | l 

Luînd j=p—1, avem 7?-1(4,) = TI TI w)) = TPI- Ti+ y)) = 
= 7?(y) = 0, deoarece prin ipoteză 7 este un endomorfism nilpotent de 
indice p. Ori 7?-1(2)=0 contrazice alegerea lui 2. Rezultă ko = k=... 
. = khp = 
Observaţii. 1) O altă demonstraţie pentru teorema 4.5 este dată în [48], Cap. 1, $ 3, pro- 
blema 38. 

2) Se poate arăta că dacă L(S) este acoperirea liniară a mulțimii S=(29 J (29). . «T? Uz), 
atunci există un subspaţiu U c V, invariant față de J, aşa incit V = U LS). 

4.6. Teoremă. Dacă Z : V, —> FV, este un endomorfism, atunci există 
două subspații vectoriale U, WeV,, invariante față de 7, aşa încît 

1) V, = U ® W, | RI 

2) restricţia Z/U este nilpotentă, î 

3) restrieţia, Z/W este inversabilă, dacă W + (0). 

Demonstraţie. Fie N, = Ker(7*) şi R= Im(75), k e IN. Se poate arăta 
că N, şi R, sint subspaţii invariante faţă de 7 şi că există un pe IN, 


- 
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minim, aşa încît N, c Nac ... c Np = Npp =... i Ro R... 
„++ DR; = Ray =... Într-adevăr dacă ze Rs şi y e V, aşa încît 7i(y) = a 
atunci (2) = 7" 7(y))e R, adică Z(R:) c Re Analog F(N; c 
Cc Ne-a c ke 

În continuare să arătăm că dacă Np== Nasa rezultă N,=N;p+}o V ge IN. 
Într-adevăr, dacă ze Np+g rezultă Z2+4z) = 0 sau 77i(Zi-1(2)) = 0 şi 
ipoteza Np=Np+, implică 72(71-1(2))=0 sau J?) = 0. Continuînd 
procedeul obţinem 7?(z) = 0, ceea ce inseamnă că ze Np; deci Nae N). 
Aceasta împreună cu Ne Npia implică N, = Npa Analog se dovedeşte 
pentru R, Rezultă U=N, și W=R,. 

Să arătăm că V„=UOW. Deoarece dim V,= dim N,+ dim R, ră- 
mîne să dovedim că U nW = (0). Într-adevăr, dacă ze UnW, rezultă 
geU şi ze W, adică 7?(2)=0 şi 2=72(y); deci 72(y)=—0 şi cum 
N = Np+p N rezultă 7 ?(y)=—0 ceea ce implică z=0. 

Să dovedim în continuare că ZU este nilpotent de indice p, iar 
7|W este inversabil. Deoarece 7?(N,)=(0) rezultă că 7/U este nilpo- 
tent de indice p. Apartenența ze W dă 2=7?(y), deoarece W=R,. 
Relaţia 7(2)=0 implică 7(7?(9))=0 sau 7?*1(y)=0, adică 7?(y)=0 şi 
deci z=0. Rezultă Ker (7 /W)={0}, adică 7 /W este inversabil. 


Exemple. 1) Endomortismul D: [R lX] —> [R,[X] definit prin D(p) = p', unde p’ este deri- 
vata lui p, este un endomoriism nilpotent de indice n + 1. Într-adevăr, p fiind un polinom 
de grad cel mult n, derivata de ordinul n + 1 este identic nulă. 

2) Endomortismul 7 : [R2 — [R3 definit prin matricea 


1 1 —i 
A=|—3 —3 3 
-2 —2 2 


este un endomorfism nilpotent de indice 2. Într-adevăr se constată că A? = 0. 


$5. Transformări liniare pe spații euclidiene 


Fie V şi W două spaţii vectoriale complexe şi euclidiene al căror 
produs scalar îl notăm la fel. Fie 7: V>W o transformare liniară. 
5.1 Definiţie. Transformarea liniară T* :W—>V definită prin (x, Ty) = 
=(7*a,y), Y ae W, Y yeV se numeşte adjuncta lui 7. 
Un endomorfism Ze L (V, V) se numeşte 
1) hermitian dacă 7 = J*, 

2) antihermitian dacă 7 =, — 7 *. 

5.2. Teoremă. Endomorfismul Ze .Z(V,V) este hermitian dacă şi 
numai dacă produsul scalar (x. 7 æ) este real Y ae V. 

Demonstraţie. Dacă 7 = J*, atunci (w, Tæ) = (Tx, s) = (%, Tey 
(bara înseamnă coniugatnl complex). Deci (2, Zæ) este real VzeV. 
Reciproc, dacă (s, 7 æ) este real, atunci (æ, Ta) = (2, Ta) = (7 * u, 2) = 
= (0, 7*a). 

Aşadar, (x, (7 — 7*)a) =0, VaeV şi deci 7 = 7. 

Exemplu. Fie 7 : Ç? C? definit prin J (x) = (£1 + iza —it, + T), © = (Ly, Lg). Avem 
(T z, £) = (£, + iza + (Cita t Tata = |211? + iX, — iza + [tal = [al + ixt, + 
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(Uz) tal? care este real (deoarece z + ZE [R, dacă ze C). Astfel 7 este un endomoriism 
hermitian. 


5.3. Teoremă. Fie 7, fe L(V, V) hermitieni și ke [R. Atunci 

1) k7 + F este hermitian 

2) dacă 7 este inversabil, atunci şi 7-1 este hermitian 

3) T este hermiitian <> TSI = SI 

Demonstraţie. 1) este evidentă avind în vedere că (7 + Pt = J* -4 
PP gi (WI) = RT". 2) rezultă din (7-1 = (FI I=7-. 3) TP 
hermitian implică (FI) = T F. Dar (T F = PI = ITF deoarece 
7 şi F sint hermitieni. Deci 7 F =F T. Reciproca este evidentă. 


5.4. Definiție. O transformare liniară 7 :V — W se numeşte unitară 
dacă păstrează produsul scalar, adică (Ix, 7 MAE (2,9), Va,yeV. 

5.5. Teoremă. Transformarea liniară 7 : V —> W este unitară dacă şi 
numai dacă |7a|| = læ ll, Yger. 

Demonstraţie. Dacă 7 este unitară, atunci (Jæ, Ty)=(8, Y) Y z,yeV; 
în particular pentru y=¢ avem (Tg, 7x) = (£, £), adică ||7el?= 
= |æ]? şi deci ||7a|| = |||. Reciproc dacă |7] = ||æl, Y xe F, atunci 


folosind egalitatea (æ, y) = + [le + yl — la — yl? -+ ile + iyl? — 


— lo — iyl?) avem (Za, 79) = FUTE H 7e — e + 
+ilZ(a + ip)? — ill7 (æ — iy)l?] =; (x, y) Deci 7 este unitară. 


Observație. Condiţia (J £, Fy) = (x, y) este echivalentă cu Z 7 * =J *7 =J ; deci putem 
spune că J este unitar dacă și numai dacă JI * = J*I = J. 

5.6. Teoremă. Orice transformare unitară 7 :V -> W este injectivă. 

Demonstratie. Dacă 7 este unitară atunci |7z|| = æl]. Deci (7x, Tæ) = 
= (%, æ) şi dacă Zæ = 0 rezultă (7w, 7s) =0 adică (v, 2) =0 care 
implică a = 0. Rezultă Ker 7 = {0} şi deci 7 este injectivă. 

Presupunem că V şi W sint n-dimensionale și că în fiecare s-a fixat o 
bază ortonormată. Transformării liniare 7 : V — W i se ataşează matricea 
T. Matricea T* ='T ataşată lui 7* se numeşte adjuncta matricei T. 


Dacă T =", atunci matricea pătratică T se numeşte hermitică 
iar dacă T = —'T, atunci matricea pătratică T se numeşte antihermitică. 
O matrice pătratică T cu proprietatea TT* = I, unde I este matricea 
unitate, se numeşte matrice unitară. 


5.7. Teoremă. Un endomorfism 7:V,—V, este hermitian dacă şi 
numai dacă matricea lui într-o bază ortonormată este hermitică. 


Demonstraţie. Fie (e, ..., €n} c Va baza ortonormată față de care 
n 
matricea lui 7 este T = [t]. Fie 7 hermitian. Din Ze; = Y, trer, prin 
k=l 
n 
înmulțire scalară cu e, obținem (Tez e:i) = Y tr(er ei) = ly Şi analog 
k=l 


(Z*e e:i) = tip Dar (7*epe;) = (6, Ze) = (fese e) = îm. Deci t$ = tn 
şi cum 7* = 7 rezultă t; = tp adică T = +T. EE dacă T = L 


avem (272)=( Saen X PX a7e)= > |æ? len 7e)= 5, z(e Stei )= 
3=l jml 3=l j=1 k=l 
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"n n z n n n BEREA 
= 3 3 ll tlen e) = 3 Y lal tlen e) = $ lelt = (e, Za) adică 
j=1 k=i jal Ri j=l 
(&,7x)e R şi deci 7 este hermitian. 
Condiţia ca baza să fie ortonormată este esenţială şi vom ilustra acest 
lucru prin exemplul următor. 


—L 0 
Exemplu. Fie 7:[R2— [R2 definit prin matricea A A | în baza fı = (1,0), 
2 3 


—i 


(0) 
hermitian. Să găsim matricea lui Z în baza canonică a lui [R?, e =(1, 0), e, = (0, 1) care este 


— 2 
fa = (1, 1). Deoarece tA = | Ja matricea A nu este hermitică și totuși Z este 


1 1 
o bază ortonormată. Avem f = &, fa=ey + ĉ» Deci C = | | este matricea de 
O 1 


trecere așa încît matricea lui Z în baza canonică, pe care o notăm prin B, este B = CTAC = 


D E 
= ='B. 
a 


Observaţie. Un endomorfism 7 : V, —> V, este unitar dacă și numai dacă matricea lui în 
Taport cu o bază ortonormată a spațiului este unitară. 


Exemplu. Endomorfismul 7 : Ç?—> Ç? definit prin J (2)= (Xa cos «—13 sin «, xy sin 4 -+ 
+ Tacos 0), T= (Ti, To) QE [0, 27] este un endomorfism unitar deoarece matricea lui 
J în baza canonică ortonormată e, = (1, 0), e, = (0,1) este unitară. Într-adevăr 


cosa —sin & cos sin % E +0 
T= : „iar T* = şi deci TT* = = 1I. 
sin & cos & —sin ~ cos 0 1 


În continuare presupunem că V şi W sint două spații vectoriale 
reale şi euclidiene al căror produs scalar îl notăm la fel, Fie Z :V>W 
o transformare liniară. 

5.8. Definitie. Transformarea liniară  7* :W >V definită prin 
(2, Ty) = (7*y,2), VaeW, VyeV se numeşte transpusa lui 7. 

Endomorfismul 7 e L(V, V) se numește: 

1) simetric dacă 7 = J* 

2) antisimetrice dacă 7 = —J*. 

5.9. Definiţie. Transformarea liniară 7 : V —> W se numește ortogonală 
dacă păstrează produsul scalar, adică (7x, Ty) = (x,y), Y x,y eV echiva- 
lentă cu condiția ca |7azl| = |||, Y eF. 

Dacă admitem V şi W finit dimensionale şi că în fiecare s-a fixat o bază 
ortonormată atunci transformării Z :V — W i se ataşează matricea T 
iar lui Z* matricea ‘T. Unui endomorfism simetrie îi corespunde o matrice 
simetrică, iar unui endomorfism antisimetric îi corespunde o matrice antisi- 
metrică. Unui endomorfism ortogonal îi corespunde o matrice ortogonală. 

Observaţie. Transformările simetrice respectiv antisimetrice au proprietăţi analoage proprietă- 
ților transformărilor hermitiene respectiv antihermitiene. Transformările ortogonale au proprie- 
tăți analoage proprietăţilor transformărilor unitare. 


§ 6. Izometrii 
Fie V un spaţiu vectorial euclidian real. Transtormările ortogonale pe 
V au proprietăţile: păstrează distanţa euclidiană şi au drept punct fix 


originea. 
Să introducem acum o altă funcție pe V care păstrează distanţa eueli- 


diană. 
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6.1. Definiţie. Functia 7 :V >V definită prin (a) =x +a, aeV, 
a = fixat, se numeşte translaţia de vector a. 

Se observă că trainslaţia prin 0 este identitatea pe V. 

6.2. Teoremă. 1) Dacă 7, este translaţia de vector a, şi 7, este trans- 
laţia de vector ap, atunci 7,0 I= J p° 7, este translaţia de vector ay + ao. 

2) Dacă 7 este translaţia de vector a, atunci 7 ~+ există și este translaţia 
de vector —a. 

Demonstraţie. 1) Fie 7, translaţia de vector a, şi 7, translaţia de vector 
a. Produsul 7,07, este translaţia de vector @;—+ az. Analog Jo 7, 
este translaţia prin ap + a şi deci 7,0 Fa = Igo Iu. 

2) T o 7! = id pe V. 

Rezultă că produsul defineşte pe mulțimea tuturor translaţiilor lui V 
o structură de grup comutativ (grupul translaţiilor). Acest grup este izo- 
mort cu grupul aditiv comutativ V. 

6.3. Teoremă. Translaţia păstrează distanţa euclidiană adică d(7 (2), 
7(9)) = d(x, y) Va,yeV. 

Demonstraţie. A( F7 (æ), 709) = Iy + a) — (2 + ol = ly — al = 
= d(z,9), va,yeV. 

6.4. Definiţie. O functie surjectivă F:V—V care păstrează distanța 
euclidiană, adică d(7(2), F(y)) = d(z, y), Va,yeV, se numește izometrie. 

Transformările ortogonale și translaţiile sint izometrii. De asemenea 
se dovedește uşor că produsul a două izometrii este o izometrie. 

6.5. Teoremă. O izometrie F : V >V cu proprietatea 7(0) = 0 este 
o transformare ortogonală. 

Demonstraţie. Să arătăm că F păstrează normele : 
lell = læ — 01| = d(0, 2) = d(7(0), Z(2)) = d(0, Z(2)) = || F(s) — Ol| = 

= |F (x)|, Vaze. 

Utilizînd acest rezultat putem dovedi că Z păstrează produsul scalar : 


d(Z(2), Z(9)) = dlw, y) e IF) — Fo) = ly — sl e 
= (ZU) — Fla) Fly) — Flix) = (y — s, y — ae (F(s), F(y)) = 
= (29), Y2, y. 
Rămine să dovedim că orice izometrie care păstrează produsul scalar 
este o transformare liniară. : 
(F(x), F(9)) = (2, yY) = (Zhao), F(y)) = (ke, y) = kle, y) = 
= k(F (8), F(Y)) = (kF (8), FY) = (Fk) — kF (s), F(y)) = 0, 
Y Z(y), Yke R. Facem F (y)=F(kx)—k F(s) şi rezultă F(ke)—kF(&)=0, 
adică 7 este omogenă. 
(Z(z +y), F(2)) = (2 +y9,2) = (02) + (9,2) = (F(x), F(o)) + 
+ (Fo), 70) = (F8) + Fy), 70) = (Zic +y) — Fls) — 
— Fy), F2) = 0, VF). Deci F(s +y) — F(s) — F(y) = 0, 
adică FZ este aditivă. 
6.6. Teoremă. Dacă 7 este o izometrie, atunci există o translație 7 
şi o transformare ortogonală Z astfel încît F = F o 2. 
Demonstraţie. Fie 7 translaţia prin F (0) şi 7-1 translaţia prin — F (0). 
Funcția 7-1o F este o izometrie care păstrează pe 0. Conform teoremei 6.5, 
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izometria lo F este o transformare ortogonală 2. Deci Zlo F = R 
sau F = J oR. 

Compunerea defineşte pe mulţimea tuturor izometriilor lui V o structură 
de grup. 

Presupunem dim V =n. Dacă {e ..., €a} este o bază ortonormată 
şi Z este o transformare ortogonală pe V, atunci şi {2(e,), ..., 2(e,)) 
te o bază ortonormată. Reciproc, dacă în V sint date două baze orto- 
normate, atunci există o singură transtormare ortogonală care ne duce 
de la una la alta. 

Fie F =J o Z o izometrie pe spaţiul n-dimensional V. Dacă det 2 = 
= +], atunci F se numeşte izometrie pozitivă, iar dacă det 2 = —1 
atunci F se numeşte izometrie negativă. 

Exemplu. Punctele M(x, y, 2) raportate la triedrul tridreptunghic Oxyz verifică ecuația 
g(x, Y, 2) = 22 + 3y? + 4yz — br + 14y + 4z +1=0. 

Ne propunem să găsim ecuația verificată de coordonatele (x, y’, z’) ale acestor puncte față 
de triedrul 0'x'y'z' obținut din cel inițial printr-o translație în punctul 0'(3, —1, —2). 

Deoarece formulele care dau translația sint x = x’ + 3, y = y'— 1, z = z7’ — 2, înlocuind 
în ecuația dată găsim x? + 3y2 + 4y'z’— 9 = 0. Ecuația dată în enunț este ecuația generală 
a unei cuadrice cu centru ; punctul O’ reprezintă centrul de simetrie al cuadricei. Ecuația cua- 
dricei raportată la sistemul translatat O'x'y’z’ s-a simplificat deoarece au dispărut termenii liniari, 
iar termenul liber a căpătat valoarea g(3, —1, —2,) = —9. 


$ 7. Probleme 


1. Să se cerceteze care din funcţiile 7: [R?— [R? definite prin 


T(x) = a, a€ [R?, tixat 

T(a)=z+a 

T(x) = àx, E R 

T(E) = (Ti Tg TZ) T= (Ty Tos T3) 

T (2) = (2 Ty, 22) 

T (2) = (Tz, Ty Xa + k), kE [R, k#0 

T (2) = (21 + 223 — 33 Sti — La + 3 Aa + 73 + 813) 
sint transformări liniare. 

2. Fie [R [X] spațiul vectorial real al polinoamelor de grad S n. Să se arate că funcția 

7 : Ra[Xl> R,[X] definită prin J p(x) = p(x + 2)— p(x) V ze [R este o transformare 
liniară. 


3. Fie spațiul vectorial V={f: [a, b]>[R | fE (Ola, b])}. Să se arate că primitiva P: V>V 
z 


definită prin g = P(f), cu g(x) = o dé pentru a S qx < b este liniară. 


a 
4, Fie spațiile vectoriale V={f : (a, 9)— [R |f derivabilă}, W={g : (a, b) —> [R). Să se arate 
că derivata D : V —> W definită prin g = D(f) = f’ este o transformare liniară. Să se determine 
Ker (D). 


5. Pe spaţiul vectorial real al funcțiilor polinomiale de grad cel mult n, notat P,, se defis 
1 
neşte funcția p(x) —> J (p(x)) = jo dt, Y ze [R. Să se arate că J este o transformare 


ò 
liniară și să se determine Ker (J) şi Im (7). 


52 


6. În [R2 se consideră vectorii x = (3, 2, —1), y = (1, —2, 1), z = (1,0,2). 1) Să se arate 
<ă există o singură formă liniară £: [R?— [R astfel încit /(2) = — 8, f(y) = 0, /()=6. 

2) Să se determine o bază a subspaţiului Ker (£). 

7. Fie J : V, —> V, funcţia definită prin egalitatea J (D) = VX a, a fixat. 1) Să se arate că 
J este o transformare liniară. 

2) Să se găsească Ker (7) şi Im (7) şi să se arate că Ker (7) @ Im(7) = Vs 


9. Să se determine matricea asociată transformării liniare, în raport cu baza canonică a 
spaţiului, în cazurile 


1) F:IR%o C’, Fa) = (i£, iza ixa) 
2) T : Myx K) > Mx K), FIA) = tA 


x dă 
3) F : Co MAO T (2) = W | 


9. În spațiul vectorial real al tuturor funcțiilor reale fiecare dintre mulțimile {sin £, cos £} 
4e2* sin 3z,e2* cos 3x}, {1, 1 — x, 1 — x — e¥} este liniar independentă și generează un subspațiu 
Y finit dimensional. 

Utilizind mulțimile date ca baze pentru V, să se găsească matricea ataşată operatorului 
de derivare D: V > V. 


10. Să se determine matricele transformărilor liniare 7: [R?— [R° în raport cu baza formată 
din vectorii f, = (1, 2, 3), fa = (2, 1, 3), J} = (1, 1, 1) cunoscind că 


3 2 0] —1 2 —3 1— 2 
DT1=|—1 0 0|» 2) Ta=|— 2 =|; 3) Ts=]13 — 6 
0 00 — 2 —6 2 —2 4 


sînt matricele transformărilor respective în raport cu baza canonică a lui [R?. 


11. Fie V un spaţiu vectorial real, CV complexificatul său și J :V —> V un endomorfism. 
Funcţia CZ : CV — CV definită prin CJ (u, v) = (Tu, Jv), sau alttel scris C7 (u + iv) = 
= Ju + iJ v, se numește complezificatul lui F. 

1) Să se arate că CZ este o transformare liniară care are proprietăţile 

CRT) = KEZ, ke jR 

CP +T) =F +7 

QST) = TJEF 

(CF) = CF”), dacă 7 este inversabilă. 


2) Fie {e ..., €„} o bază a lui V, și (ex, 0),. . „(7 0)) baza corespunzătoare din CV. Să 
se verifice că matricea CT atașată lui CZ este egală cu matricea T atașată lui 7. 


12, Fie 7: C” (Co transtormare liniară. Se numeşte reprezentarea reală a transformării 7, 
transformarea reală RI; RP" RE" care coincide punctual cu J, unde RE”, RE" sint 
trecerile în real ale spaţiilor Ç” şi (7. Știind că 7: C?— C? este transformarea liniară definită 
prin J (1)=(£1 Hita, Za + Za ÎT3), £= (Ti, Za 1g)E (5, să se determine matricea reprezen- 
tării reale a lui Z în baza {fy fa» f3} unde fı = (0, i, 1), fa = (0, 0, i), fs = (i, —2, 2). 


13. Să se arate că transformările liniare asociate matricelor 


27 18 27 100 
T=] —14 —21] $ č Ta=j0 1 0 
—12 —8 —12 0 0 0 
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sint proiecţii. 

14. Fie V, spaţiul vectorial al segmentelor orientate cu originea O identificat cu mulțimea 
punctelor din plan și fie Z :V, >V, transformarea liniară definită prin 7 @)=}, T ü=? 
unde A(@) și BG) sînt două puncte fixe necoliniare cu O(0), iar C(c) un punct din plan. Să 
se determine C(c) astfel încît 

1) 7 să fie o proiecţie, 


2) 7 să fie o involuţie. 
0 1 0 


15. Să se arate că matricea A =|0 0 41| este o matrice nilpotentă de ordinul trei. 


0 0 0 


16. Fie 7 :[R?—[R? endomoriismul care transformă vectorii v, = (0, 0, 1), v = (0, 1, 1), 
v == (1, 1, 1) în vectorii w = (1, 2, 1), wa = (3, 1, 2), wa = (7, —1, 4). Să se determine matricea 
lui Z *, transpusa lui J, în baza ortonormată e, = (1, 0,0), e = (0, 1,0), e = (0, 0, 1). 
3+2i 2—2i 
17. Fie 7 : °> C? endomoriismul definit prin matricea T = | zi, rea a în baza 
canonică a lui °. Să se arate că 7 =J, +i aunde 7 J asint endomorfisme hermitiene. 
—cos0 0 sin 


18. Fie 7 :[R?—> [R? endomorfismul definit prin matricea T = 0 1 0 în 


—sin 6 0 cos$ 
baza canonică a lui [R3. Să se arate că endomorfismul J este ortogonal. 


Capitolul 4 
VALORI Și VECTORI PROPRII 


Ş 1. Valori și veetori proprii 


Fie V un spaţiu vectorial peste cimpul K (R sau C) şi Z:V—V un 
endomorfism pe V. 


1.1. Definiţie. Un vector «e V — {0}, se numește vector propriu al endo- 
morfismului A :V ->V dacă există EK așa încît a = rs. Scalarul 
à se numește valoarea proprie a lui £ corespunzătoare lui œ. Mulțimea 
tuturor valorilor proprii ale endomorfismului £ poartă numele de spectrul 
lui A. 

Ecuația Za = àw de definiție a vectorului propriu este echivalentă 
cu xe Ker (£ — 19), x # 0, unde J este endomorfismul identitate. 
De asemenea se observă că dacă w este un vector propriu al lui 7, atunci 
pentru fiecare k e [K — (0), vectorul kw este propriu. 


1.2. Teoremă. 1) La un vector propriu al lui. îi corespunde o singură 
valoare proprie. 
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2) Vectorii proprii corespunzători la valori proprii distincte sint liniar 
“independenți. 

3) Mulțimea S(1) = (ka|oZa = xw, A valoare proprie, ke K} este un 
subspaţțiu vectorial în V invariant față de 7, adică A(S) S S. Acest 
subspaţiu poate fi finit sau infinit dimensional şi se numește subspaţiul 
propriu ataşat lui A. 


Demonstratie. 1) Fie œ un vector propriu corespunzător valorii proprii 
A; fa = da. Dacă ar exista eK, 12 astfel încît Ar = a, 
atunci àw = Wa. De aici găsim (A — à’) = 0 şi deci œ = 0, ceea ce este 
absurd. 

2) Fie si... p vectorii proprii ai lui Z corespunzători la valorile 
proprii distincte 2... àp Procedăm prin inducţie după p e IN. Pentru 
p = 1 proprietatea este evidentă deoarece vectorul propriu este diferit 
de vectorul nul. Presupunem că proprietatea este adevărată pentru p — 1 
vectori. Din ecuaţia uz, + kara ... -H KEp-18p—ı + pp = 0 cu ke K, 
i=1,2,...p rezultă A (kısı +... +kptp)==0 şi deci da +.. photo = 0. 
Acestea implică  Fa(A4 — Ap) te + kEp-i(ħp-1 — Ap) pu = 0, care, 
împreună cu ipoteza de inducţie, dă k; = ka = ... = kp- = 0. Rezultă 
pp = 0, adică şi k, = 0. 

3) Pentru orice æ, y e S(A), şi k, le K avem (ha -+- 17) = kAlæ) + 
+ lLAly) = kæ + ly = Ake + ly); deci ka -+ lye S(2). Rezultă 
Z(85(2)) s S(2). 


Exemplu. Fie V = (f: [—1,1]— [R | fE Œ} spaţiul funcţiilor de clasă Ç% pe [—1, 1]. 
Endomortismul F :V > V, Fæ = (1è — Df'(2)7, Y ze [—1, 1], se numește operatorul 
Sturm-Liouville. Să arătăm că 1, =n(n + 1), n€ [N sint valorile proprii iar vectorii £ —> P,(2) = 


1 qd”? ` 
= „—-— [(x?— 12], ne [N sint vectori proprii. Anume dacă notăm f, (x)=(x°—1)” avem 


n12” dg” 
egalitatea evidentă (x? — 1M (2) = 2nxf (x). Derivind de n + 1 ori ambii membri, utilizînd 
formula Leibniz, găsim (22—1)f(n+2(2)+2a(n + 1) +D (x) + n(n + 1) (x) = 2naf+ D(x) + 
+ 2n(n + 1)f™(x), sau [(x? — 1)Pi(x)y = n(n + 1)P (2). Deci P (P (2) = n(n + DP,(2), 
ceea ce arată că A, = n(n + 1) sint valorile proprii iar P,(2) sint vectorii corespunzători. 


1.3. Propoziţie. Subspaţiile proprii corespunzătoare la valori proprii 
distincte, sint disjuncte. 

Demonstraţie. Fie valorile proprii distincte 1, şi ħa iar S(A), S(ă2) 
subspaţiile proprii corespunzătoare. Dacă ar exista ze S(2,)nS(a), 
nenul, ar rezulta a = ME şi Ae = rw şi de aici (A — do) = 0, adică 
æ = 0 ceea ce este absurd. Deci S(2,) N Sha) = {0}. 


§2. Polinom caracteristic 


Fie A = [a;] o matrice pătratică de ordinul n şi X = [s;] o matrice 
nenulă de tipul n X 1 cu elemente din cîmpul IK (R sau C). Dacă există 
2€ K astfel încît AX = Ad, atunci X se numeşte vector propriu, iar A 
se numeşte valoare proprie pentru matricea A. 
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Ecuația matriceală (A — AI) = 0 este echivalentă cu sistemul liniar 
şi omogen, 


(au — Ata F lito +... Finta = 0 


GaL, + (ao — À)Da +... F Aontan = 0 


.... ........ ...ccccc.na.....eeesesaan... 


care are soluţii nebanale dacă şi numai dacă, 


Gy ~À Mjgeseseeeo Qin 
P(A) = det(A — AI) = | @o Gap — À... 0] = 0. 
Ani Anz == Ann — À 


2.1. Definitie. Polinomul P(A) = det(A — àI) se numeşte polinomu? 
caracteristic al matricei A, iar ecuația P(à) = det (A — 11) = 0, 2E K, 
se numeşte ecuația caracteristică a matricei A. 

Valorile proprii ale matricei A sînt soluţiile ecuaţiei caracteristice. 
Fie A o matrice pătratică reală de ordinul n şi P(A) = det (A — 11) = 0 
ecuaţia ei caracteristică. Deoarece nu orice ecuaţie algebrică admite 
soluţii în [R, dar admite în Ç, uneori valorile proprii ale lui A se definesc 
ca fiind elemente din C. În acest caz vectorii proprii corespunzători aparţin 
complexificatului lui R” notat CR”. 


2.2. Teoremă. 1) Polinomul caracteristic are expresia 
P(A) = (10 — 80071 + 3702 — pe. B Sa) 


unde ĝ, i= 1, ..., n, reprezintă suma minorilor principali de ordinul 
i ai matricei A — îl. 
2) Două matrice asemenea au acelaşi polinom caracteristic. 
Demonstraţie. 1) Descompunem  P(A) = det(A — AI) în 2” determi- 
nanți. Mai întîi 


P(2) = Co Qas — À... o] $10 Qog — À... Con = A; + åz 


Apoi descompunem A, şi A, în 2”-1 determinanți fixînd prima coloană. 
Anume 


— 2 UE . e. Min — Ores Qin 
A =]0 Qog dan |4+|0 —A Ga | F 
0 (na Ann 0 0 Ann 


Analog pentru A,. Deoarece (—à)! poate apărea pe diagonala principală 
în n moduri, coeficientul lui (— à)! este format din suma minorilor principali 
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de ordin n — 1 din A — AI, în număr de Ci = 011, adică 


| 
| 2 ... Con du Ca ... Min | ii ... ..... Ai, n=l 
| 
[—A) Sotera ea + Ga (aa Can | + = | o... ...... ...... 
Ung.. Ann | Ung Ung- Ann | Qn—1,1 LE Qna—1,n—=1 


Tot din dezvoltarea lui A, și Az, se vede că perechea (— à, — ìà) apare pe 
diagonală principală în C$ moduri și deci coeficientul lui (— 2)? va fi format 
din suma tuturor minorilor principali de ordin „n — 2” din matricea 
A — AI, în număr de C2 = C}7?. Deci 


an3 ... np | dn 3 ... (n —3,n—3 


Analog, coeficientul lui (—ì} va fi format din suma tuturor minorilor 
principali de ordinul „n—i” din matricea A — àI în număr de Ci, = Ca. 
Coeficientul lui (—AY = 1 este evident 5, = det A, deoarece P(0) = 
= det (A — 0I) = det A = ò, Coeficientul lui (—A)"-1 este urma lui A, 
adică 5, = tr A. 

2) Fie A şi B două matrice asemenea, adică B = 0-LA0 unde C este 
o matrice nesingulară. Atunci det(B — M) = det (0140 — àI) = 
= det [OTI(A4 — 11)0] = det (0-1) det (A — I) det 0 = det (A — àI). _ 

Să presupunem că A este o matrice reală (A coincide cu conjugata ei A) 
şi simetrică (A coincide cu transpusa tA). 


2.3. Teoremă. Valorile proprii ale unei matrice reale şi simetrice sînt 
reale. 

Demonstraţie. Pornim de la (1) AX = à și prin conjugare complexă 
găsim (2) AX = AX. În (1) înmulţim la stînga cu ‘X, iar în (2) înmulţim 
la stinga cu ‘X. Relaţia A ='A implică 'ĂAX ='XAX și deci 
(a — àA} XI = 0. Deoarece tX Y z 0, rămînecă A = 1, adică A e R. 


Exemple. 1) Matricea 


2 —1 0 1 
2 —l —i 2 


are polinomul caracteristic P(A) = det (A—)I) = (à—1)t și valorile proprii 2, =M=}, = Ņ4= 1. 
Din AX = 1X, X = t [x£], Ty, Xz, 14] obținem sistemul 2r, — T, = 0, 21; — T} — Tg + 14 = 0 
cu soluția nenulă £, = 21] + Ty, ag = 2x} Notind: x; = a și z = b soluția se scrie: t= 
= 2a + b, x, = 2b. Rezultă X =t[a,2a + b,b, 2b] = at[1, 2,0,0] + bt[0, 1,1,2]. Deci 
valorii proprii A = 1 ii corespund doi vectori proprii : v, = + [1, 2, 0, 0] şi va = * [0, 1, 1, 2]. 
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2) Pentru matricea 


4 60 
A=]—3 —5 o 


—3 —6 1 


se obține : P(A) = (à — 1(A + 2) ; valorile proprii : A = Ag = 1, ày = — 2. Vectorii proprii v 
W = +i, —2, 0], D = t[0, 0, 1], Dg = “1, —1, —1]. 


Fie V, un spaţiu vectorial finit dimensional peste cîmpul K gi £ :V,—V,, 
un endomorfism. Fie x un vector propriu al lui £ şi ù valoarea proprie 
asociată. Acestea satisfac relaţia sa = aw. 

Fixăm o bază în V,. Notăm cu A matricea ataşată endomorfismului af 
și cu X matricea coloană ataşată vectorului æ. Relaţia ya = x este 
echivalentă cu ecuaţia matriceală AX = 1X. 

Fie P(]) = det (A — àI) polinomul caracteristic al matricei A. Consi- 
deraţiile precedente arată că dacă există, valorile proprii ale endomortismu- 
lui Z sînt rădăcinile lui P(2) în IK, iar vectorii proprii ai lui s sînt solu- 
țiile ecuaţiei matriceale (A — I) = 0. Pe de altă parte teorema 2.2 
arată că polinomul P(1) = det (A — àI) este invariant faţă de o schimbare 
a bazei din V,, adică coeficienţii lui P(à) depind de s şi nu de reprezen- 
tarea matriceală particulară A. Desigur numărul det A se numește deter- 
minantul lui «7, numărul tr A se numește urma lui „7 ete. Acestea justi- 
fică următoarea 


2.4. Definiţie. Fie £ :V, > V, un endomorfism gi A matricea asociată 
îm raport cu o bază fixată în V,. Polinomul P(1) = det (A — àI) se numește 
polinomul caracteristic al endomorfismului £. 

Endomorfismul «7: V, > V, are cel mult n valori proprii distincte. 
Dacă «7 are exact n valori proprii distincte, atunci vectorii proprii cores- 
punzători determină o bază a lui V, s: matricea A atașată lui Z în raport 
cu această bază este o matrice diagonala ivi drept elemente pe diagonală 
valorile proprii ale lui Z. 

Fie V, un spaţiu vectorial real n dimensional şi £ : V, — V, un endo- 
morfism. Notăm cu €V, complexificatul lui V, și cu €s/ complexiticatul 
lui «7. Deoarece «7 şi Co/ au aceeași reprezentare matriceală, valorile proprii 
ale lui Cz/ sint valorile proprii în C ale matricei reale asociată lui £. 
Avind in vedere acest lucru, uneori Te se identifică cu £, căutindu-se 
valorile proprii ale unui endomorfism real direct în C și bineînțeles vectorii 
proprii în complexiticatul spaţiului vectorial real. 


Exemplu. Pentru endomorfismul s% : [R?— [R?, care în raport cu baza canonică a lui 


[R° are matricea 
4 0 0 


obținem polinomul caracteristic P(A) = (4A— 1)(A — 4), valorile proprii A = 4, dp = = 
și vectorii proprii corespunzători v; = (1,0, 0), va = (0, 1, 1). 
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§ 3. Forma diagonală 


Deoarece matricea oricărui endomorfism £ : V, > V, depinde de ale- 
gerea bazei în V,, prezintă interes cazul cînd se poate găsi o bază în V, 
faţă, de care matricea endomorfismului să aibă o formă cît mai simplă. 


3.1. Definiţie. Un endomorfism d :V„—V, se numește diagonalizabil 
dacă cewistă o bază (es .. - en} astfel încît matricea lui în această bază să fie 
diagonală. 

Matricele din clasa de asemănare care îi corespunde endomorfismului 
Z se numese matrice diagonalizabile. 


3.2. Teoremă. Un endomorfism 7: V, >V, este diagonalizabil dacă 
şi numai dacă există o bază a spaţiului V, formată din vectori proprii 
ai endomorfismului. 


Demonstraţie. Dacă Z este diagonalizabil, atunci există o bază 
{eis 5 62) a spaţiului faţă de care matricea lui este diagonală : 


du 0... 0 
A = 0 A... O 
0 Oros Gya 


Deci Le, = Muli i= 1,2,..., n, ceea ce înseamnă că vectorii e, 
i = 1, ..., n sînt vectorii proprii ai endomorfismului «7, 

Reciproc, dacă {0, Va, ---, Uny este o bază în V,, formată din vectorii 
proprii ai lui 7, adică £v; = AY i = 1, ..., n, atunci matricea lui £ 
în această bază este 


Evident unele dintre numerele >, pot fi egale. 


3.3. Teoremă. Dimensiunea unui subspațiu propriu al endomorfismu- 
lui s : Vp > V, este cel mult egală cu ordinul de multiplicitate al valorii 
proprii corespunzătoare subspațiului, 


Demonstraţie. Fie >, o valoare proprie multiplă de ordinul m, și S(29) 
subspaţiul propriu corespunzător. Notăm dim S(x) =p<n. Fie 
(e Es e. sp) e S(30) o bază în subspaţiul propriu. Completăm această, 
bază pînă la o bază în V, de forma (6, ..-, €p, for: - < Jay- Întrucit vectorii 
ei = 1,...,p sînt vectori proprii CORDON ArAIA la valoarea proprie 


do avem A(ei) = roen i =1,...,p şi A(fi) = $, ante + $ Qr; fes 
k=p41 
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Î=p+1,...,n. Matricea lui Z în această bază este 


d 0 O dp (in 
o O dop41 Aon 

Ai | EA 
0 0 o ppi Apn 


0 0... 0 aupra: Can 


așa încit polinomul caracteristic al lnis are forma P(?) = det (A — 11) = 
= (Ap — A)?A(A), unde A(A) este un determinant de ordinul n — p. 

În concluzie, A(29) = 0 implică p < m, iar A(à) Æ 0 implică p = m. 
Deci p < m. 


3.4. Teoremă. Un endomorfism £ : V, >V, este diagonalizabil dacă 
și numai dacă polinomul caracteristic are toate rădăcinile în cîmpul 
peste care este luat V, şi dimensiunea fiecărui subspațiu propriu este egală 
cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii corespunzătoare. 


Demonstraţie. Admitem că £ : Va > V, este diagonalizabil. 

Rezultă că există o bază !e,, ...;6) în V, formată din vectori proprii 
pentru < față de care matricea lui „7 este diagonală. Fie P(A) = (A — 1) 
“(A — h)... (A — àp)? adică a, i = 1, ..., p sînt valorile proprii ale 


lui s de multiplicități m, cu $, m; = n. Fără a afecta generalitatea, putem 
i=l 
admite că primii m, vectori din baza (e, ..., €a} corespund lui 2, urmă- 
torii m, lui à, ete. În concluzie, vectorii (e,...; €m} ce S(2) aparţin 
subspaţiului propriu corespunzător valorii proprii 14, ceea ce înseamnă că 
numărul lor m, este mai mic sau cel mult egal cu dim S(»): m, < 
< dim 8(2,). Pe de altă parte, conform teoremei 3.3, avem dim $(2,) < M4- 
În concluzie m, = dim$(1,). Analog rezultă dim S(2,) = Ma i = 2, pe 
Reciproc, admitem că dim S(1,) = m, î=1,2,...,p. Atunci fie 
n 
B = (es: Cm y Em ise Êm Em, yte sem) 2 m; =n o mulțime de 
ta 
vectori din V, aşa încît primii m, vectori să constituie o bază în S(A,), 
următorii m, să constituie o bază în S(2) şi așa mai departe. Utilizind 
inducția asupra lui p se dovedeşte că B este o bază a lui V,. Faţă de această 
bază, matricea lui £ : V, — V, este 


1? 


adică o matrice diagonală. 
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Consecinţă. Dacă A : V, —> V, este diagonalizabil atunci V, = S(1,) 9 
E S(a2) 0... OS). 

Practic, pentru diagonalizarea unui endomorfism 7 : V, > V, procedăm 
în felul următor : 

1) Fixăm o bază în V, şi determinăm matricea A = [ay] a lui Z în 
această bază. 

2) Aflăm valorile proprii care sînt soluţiile în IK ale ecuaţiei P(2) = 0. 

3) Dacă există p (p < n) valori proprii distincte 2,,..., àp cu ordinele 
de multiplicitate m, .. .; Mp, calculăm rangul fiecărei matrice A — I, 
j= 1, ...,p. Dacă rang (A — yI) = n — m; j = 1, ..., p, dim S()= 
= dim Ker (7 — 149) este numărul de soluții independente ale sistemului 
omogen (A — }I)X = 0, atunci (conform teoremei 3.4) Z este diago- 
nalizabil. 

4) Se rezolvă cele p sisteme omogene (A — }I)X = 0. Un sistem 
fundamental de soluții pentru un asemenea sistem reprezintă coordonatele 
vectorilor proprii corespunzători valorii proprii 2. 

5) Matricea lui 7, în raport cu baza formată din vectorii proprii ai 
lui 7, are pe diagonală elementele M, ...3 Ape. 3 Àp eee Ap» adică, 
valorile proprii. 

6) Notăm prin D e Kax (K) matricea diagonală ataşată lui Z în raport 
cu baza formată din vectorii proprii ai lui A. Dacă 0 e Maxn(K) este 
matricea ale cărei coloane sint vectorii proprii care alcătuiesc noua bază 
a lui V,, adică matricea de trecere de la baza iniţială din V, (baza canonică 
în R”) la baza formată din vectorii proprii, atunci 


D = 0140. 


Exemple. 1) Pentru endomorfismul 37 : [R?— [R 3, definit prin matricea 


E —7 —5 
A=] 2 4 3 
i. 3 3 


avem : polinomul caracteristic, P(A) = (A — 1); valorile proprii, d = d = d = 1, (triplă, 
—4 —7 —5 


m = 3); rang (A — 11) = rang 2 3 3] =2# n—m=3—3=0. 


1 2 1 
Deci endomortfismul / nu este diagonalizabil. 


2) Fie £ : [Rt —> [R4, A(T) = (21 + Ty Za Tg — 20 Tı — 23 + 524), T= (Lj Za Lgs Ta) 
În raport cu baza canonică a lui [R4, matricea lui „9/7 este 


1 0 0 1 


P(A) = det(A — 11) = A(1 — ì)}}{à — 6). Rezultă valorile proprii 2 = 0, A, = =1 și 
A = 6. Deci ordinele de multiplicitate sînt m, = 1, m, = 2, m; = 1. 


61 


Deoarece rang (A — M1) = 3 = n— m, = 4—1 = 3, prin rezolvarea sistemului omogen 
(A —01)X, = 0, obținem vectorul propriu v, = t[—1, 0, 2, 1]. 

Analog rang (A — 141) = 2 = n— m, = 4—2 așa încit dim S(ăp) = 2. Vectorii proprii 
corespunzători sint v= ' [0,1,0,0], v, = *[2,0,1,0]. Rang(A— 4I) = 3 = n— m, aşa 
încit vectorul propriu corespunzător valorii proprii ^, = 6 este v; = t [1, 0, —2, 5]. În concluzie 
endomorfismul s este diagonalizabil cu matricea diagonalizatoare C = [0 Va ba V4] = 


—1 0 2 1 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 1 0 0 
= . Se obţine D= CAC = 
2 0 1 —2 0 0 1 0 
1 0 0 5 0 0 0 6 


§4. Forma Jordan 


Fie V, un spaţiu vectorial peste cimpul K (R sau C) și £ :V, >V, 
un endomorfism. Matricea A a endomorfismului Z depinde de alegerea 
bazei în V,. Uneori această matrice poate fi diagonalizată, alteori nu. 
Condiţiile în care matricea A se poate diagonaliza au fost; date în teoremele 
3.2 şi 3.4. Una dintre formele relativ simple şi utile, care se poate obţine 
în unele dintre cazurile cînd nu este posibilă diagonalizarea, este forma 
Jordan. 

Fie Ae K. Matricele de tipul 


a AAN 0 
uita 0 A 1...0 
[2], lo NE n A PR E NE IA 
0 A D ai 
00 A 
(e Ciu e d 


se numesc celule Jordan ataşate scalarului A. 


4.1. Definiţie. Spunem că endomorfismul d :V,—V, este adus la 
forma Jordan dacă există o bază în V, faţă de care matricea 


să reprezinte pe A, unde J, sînt celule Jordan atașate valorilor proprii r 
EA E 0 8 ale endomorfismului dá. 

O celulă Jordan de ordinul p ataşată unei valori proprii A multiplă de 
ordinul s > p corespunde vectorilor liniar independenţi e, €z; ..., ep 
aşa încît fe, = re Les = e F Aea ..., Aep = Ep-1 + Alp. Vectorul e, 
este propriu, iar vectorii ez, ..., €p se numesc vectori principali. 
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Există endomortisme ale spaţiilor vectoriale reale care nu pot fi aduse 
la forma Jordan şi anume acelea pentru care ecuaţia caracteristică nu 
are toate rădăcinile în IR. Discuţia următoare pune în evidenţă că endo- 
morfismele spaţiilor vectoriale complexe pot fi aduse totdeauna la forma 
Jordan. 


Observaţii. 1) Forma diagonală a unui endomorfism diagonalizabil este un caz particular 
de formă canonică Jordan ,și anume cazul cînd toate celulele Jordan sint de ordinul unu. 

2) Forma canonică Jordan nu este unică, dar numărul celulelor Jordan (egal cu numărul 
total de vectori proprii liniar independenţi ai lui 7) ca și ordinul celulelor Jordan sint unice 
pentru un endomorfism s, dat. 

3) Ordinea celulelor Jordan pe diagonala formei canonice Jordan depinde de ordinea vec- 
torilor din bază. 


4.2. Teoremă. Fie V, un spaţiu vectorial n-dimensional peste cîmpul 
K(R sau C). Dacă £ :V,—> V, este un endomorfism și 1... àp Sint 
valorile proprii distincte ale lui «Z cu multiplicităţile Mi, Mo... Mpy 
p f i 

m; = n, atunci există p subspaţii vectoriale V; c V, j = 1, ..., P, 
k=l 
invariante față de «7, de dimensiuni m; j = 1, ..., p aṣa încit V, = V, 8 
rV.: @... @ V, jar A iv, =N] + 23 F miy Jal e. P unde MN; sint. 
endomorfisme nilpotente de diferite ordine. 

Demonstraţie. Pentru je (1,2, ..., p} fixat considerăm endomorfismele 
X, = A — g şi aplicind teorema 4.6, cap. 3, se obţin subspaţiile V, 
şi R; așa încît Xp, este un endomorfism nilpotent, iar H jm, este nesingular. 
Deoarece V, este invariant faţă de J, el este invariant și faţă de endomor- 
fismul + yI = A. Fie Air, Și Ar, restricţiile lui «7 la subspaţiile FV, 
şi R,; deci unica valoare proprie a lui Aw, este à; care nu este valoare 
proprie şi pentru r, (deoarece «/ — 2,7 este nesingular pe R; iar 
det(A — 2;3)= det (rr, cei 12.) det (Za, — 3;93)). Rezultă dim V;=m; 
şi V,nV, = {0}, pentru j # h, aşa încît V, =V, ® V: @® ... OV, 


b 
ştim prin ipoteză că 5, M: = n). 
k=1 
not 


În plus, din 4 = X,+} rezultă die, = K iw, HNIm EN, + Im, 
cu M; nilpotent deoarece X ;y, este nilpotent prin construcție. 


4.3. Teorema Jordan. Fie V, un spaţiu vectorial n-dimensional peste 
cîmpul K (R sau C). Dacă endomorfismul £ : V, > V, are valori proprii 
(în IK) şi dacă suma multiplicităților acestor valori proprii este n, atunci 
există o bază în V, față de care matricea lui Z are forma Jordan. 

Demonstraţie. Fie 1, j = 1, ..., p, valorile proprii ale lui Z (în K) de 

z $ i AR 
multiplicități m, j = 1, ..., p, Ym; =n. Construim subspaţiile V; = 
j= 
= Ker (4 — 9)", j = 1, ..., p. Conform teoremei 4.2 avem V, = V, ®© 
V. ®... OF, 

Notăm N; = 4y, — m, endomorfismele nilpotente 4, de indice hy. 

Admitem h; = my j = 1, ..., p (cazul h; < m; se tratează analog). 
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Construim mulţimea de vectori F™ = (fi, fi...» få} din V, aşa încît 
i =N (o), fise), «n o fa =M (2), fa, = e unde ve V; Din 
definiția lui W, şi a mulțimii F™ avem 


(1) NP) = 0, NAF) =f, .. SNI Sa) = fa, 


deoarece W, este prin construcție un endomorfism nilpotent de indice 
h; = my. Avind în vedere definiția lui M; egalitățile (1) devin 


D Ar SD => fi Arf = nfi +R -o Awd) = dl, ae 


Dovedim în continuare că vectorii mulțimii Z”; sînt liniar independenți. 
Aș 
Pentru aceasta fie ecuația Ş. kıfi = 0, ke K şi aplicăm endomorfismul 
i=l 
E PP: : 
Wgn succesiv de m, —1 ori. Obţinem, | $; ki fi)= $, kiM fi)=0 sau, 
į=1 i=1 


dacă ținem cont de egalitățile (1), kaf + ka fip. «e Hiem, fia -1=0. Aplicînd 
din nou M; şi folosind egalitățile (1) găsim ks fi Hefi +- - + hm, Sa,-2=0: 
Prin aplicarea succesivă a lui W, de m;—2 ori obținem km,-+ fi+ km fi=0. 
Aplicînd W, din nou (deci în total de m; — 1 ori) avem km, fi = 0. Deoarece 
Ji + 0, deducem km, = 0. Aceasta implică km,fi = 0 şi deci Im = 0. 
Analog, din celelalte egalităţi, obținem km, -2 = m-3=-- =k; =k; = 
= k, = 0. În concluzie vectorii mulțimii Z” sînt liniar independenți. 
Întrucât dim V, = m, rezultă că F™ este bază în V,; aceasta este o bază 


Jordan în V; datorită egalităţilor (2). În raport cu această bază matricea 
restricției lui Z la V,, este 


............ 


$ 
Datorită egalității V, = V, ® V, 0... © Vp mulţimea (J F ”1 este 


j=1 
baza căutată în V,, numită bază Jordan față de care matricea lui 7 
este de tip Jordan. 


Concluzii. Numărul de submulțimi 7” din baza Jordan este egal cu 
numărul vectorilor proprii independenţi ai lui s. Numărul de vectori 
principali care corespund unei valori proprii à; este egal cu m; — hy. 

Presupunem h; < my, unde h; este indicele de nilpotenţă al endomorfis- 
mului M; = o, — Nm, Pentru a găsi baza Jordan este necesar să 
se urmărească problemele următoare : 


1) Fixarea unei baze în V, şi explicitarea matricei A ataşată endomor- 
fismului £ : Va > V}. 
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2) Determinarea valorilor proprii distincte 2, j = 1,...,n respectiv 
multiple de ordinul m, j = 1, ..., p prin rezolvarea ecuaţiei caracteristice ; 


p 
pentru continuare este suficient ca Ym =n. 
j=l 


j= 

3) Găsirea vectorilor proprii liniar independenți corespunzători fiecărei 
valori proprii. 

4) Calcularea numărului: de celule Jordan, 


dim S(3,) = dim V, — rang (4 — NI) = n — t; 
5) Rezolvarea sistemului 
(4 — A D"X =0 


pentru fiecare j = 1, ..., p. Pentru j = fixat, soluțiile nenule generează 
subspațiul V;. 

În cazul matricelor de ordin relativ mic putem ocoli unele dintre etapele 
precedente ţinind seama de observația că la o celulă Jordan corespunde 
un singur vector propriu. Pentru găsirea vectorilor din bază corespunzători 
celulei de ordinul p, ataşată valorii proprii 24, se determină soluția generală 
pentru Ye; = 26; apoi se impun condiții de compatibilitate şi se deter- 
mină soluţii pentru Se, = e, + els... Alp = lp- F Àjlp 

Dacă notăm prin 0 matricea care are pe coloane coordonatele vectorilor 
din baza Jordan, atunci 

J = OAC. 


Exemplu. Să se reducă la forma canonică Jordan £ : [RR A(x) = (Sat Ty —4ty— Ta 
Tay H Lg + 2a ao — TI — Gta — Ta), T= (Tı, Tos Tao Ty). 
Soluţia I. În baza canonică a lui [R4, endomorfismul „7 are matricea 


3 1 0 0 


—17 —6 —1 0 


Ecuația caracteristică (1 — A) = 0 are soluția Moga =1=A deci m, = 4. Deoarece 
rang(A — 11) = 2, numărul celulelor Jordan este egal cu n—rang(A — 11) = dim SQ) = 
=4—2=2. Ele ar putea fi amindouă de tipul 2x2 sau una de tipul 1x1 şi cealaltă de tipul 
3x3. Pentru a lămuri situația folosim indicele de nilpotenţă al restricției W1= A Io 
iar pentru aceasta trebuie să determinăm pe V; = Ker (92 — A). 


Deoarece 
2 1 0 0]? 0 0 0 0 
— 4 —2 0 (0) 0 0 0 0 
(4 —F = = 
7 1 1 1 0 0 0 0 
—17 —6 —1 —i 0 0 0 0 
obţinem, 


SQ) = Ker(s/ — 19) e KeA — J} = KeA — AJ} = Ker( 4—1 =V, =V =R 


5 = c, 655 


4l 
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Rezultă restricția M= 27 mad aşa încit indicele de nilpotență h, al restricției M} este 
egal cu 2. Deoarece dim Ker( 4—19) =4 şi dim Ker( A —AJ)=dim SQ) = 2 rezultă că 


numărul celulelor Jordan de tip h, X ha cu h = 2 este egal cu dim(. 4 —A J }—dim( A —AF) = 
= 4—2 = 2, 


J, 0 A 1 
În concluzie forma Jordan va fi dată de matricea J -| z | unde J; = p | 
„LO A 
2 
Ani 
și J= 
O A 


Soluţia II. Deoarece rang(A — 11) = 2, la A = 1 corespund doi vectori proprii pe care-i 
determinăm rezolvind sistemul omogen (A —AJ)X, = 0, unde X, = '[T], Ta Lgs L4] adică 


2r, + Le =0 
— 4r, — 2r, = 0 
Txi + Ta + T3 24 =0 
— 172, — ôT — Ty — Ty = Ü, 
a+b 2 2(a -- b) ; 


> Ta 
5 5 


care este dublu nedeterminat. Notind x = a, £ = b obţinem z; = — 


a+b 2(a+b) 

———— ) ————— 
5 5 

proprii liniar independenți. 


Fie X, = t[u, Us Ug Ua} matricea corespunzătoare vectorului principal. Obținem sistemu} 
neomogen (A — A1)X3 = X, (corespunzător la (es) = €} + àes), adică 


t 
Deci Ă, = = "a, Ji a0, b #0, adică există numai doi vectori 


a 
2u, + U = — t 
5 
a+b 
— 4u, — 2u3 = 2 


7u, + U + Uu, + uy =a 


— 17u; — ÔU, — Uz — U, = b. 
Notind us = c, u, = d obținem 


i 6a + b— 5e— 5d —17a — 7b + 10c + 10d 
X= În t e d. 
25 25 
Deoarece sistemul neomogen este compatibil oricare ar fi a şi b, rezultă că fiecăruia dintre vec- 
torii proprii liniari independenți i se ataşează un vector principal. Luînd a = 7, b = —17 
deducem vectorul propriu e, = (2, —4, 7, —17), iar pentru a= 7, b = — 17, c = d = 0 se 
obține vectorul principal e, = (1, 0, 0, O) ataşat lui e}. Pentru a = 1, b = — 6 se găsește vectoru} 


propriu e = (1, —2, 1, —6); pentru a= 1, b= — 6, c= d = 0, găsim vectorul principa? 
«= (0, 1, 0, 0) care se atașează lui eş. În baza Jordan (e,, €z, ez, €4} matricea lui „97 este 


1 1 0 0 

0 1 0 0 
J= 

0 0 1 1 

0 co 1 
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Matricea de trecere 


C = verifică CIAC =J. 


Ş 5. Spectrul endomorfismelor pe spaţii euclidiene 


Fie V un spaţiu euclidian peste cîmpul IK (R sau C), <% :V ->V un 
endomorfism, à o valoare proprie a lui Z şi æ un vector propriu atașat 
(42,0). 


lui à. În aceste condiții à = 
(7, 2) 


5.1. Teoremă. Fie V un spaţiu euclidian complex şi fie Z:V-—-V 
un endomorfism hermitian. 

1) Valorile proprii sint reale. . 

2) La valori proprii distincte corespund vectori proprii ortogonali. 

3) Dacă dim V =n, atunci endomorfismul hermitian £ : V, —> Va 
admite exact n vectori proprii ortogonali doi cîte doi. 

Demonstraţie. 1) Se observă că 


(Am, 2) _ (8, fo) (da, 2) 


i = =< A, 


(2, 2) (7, 2) (7, £) 


2) Fie A, 4 7» valori proprii ale lui Z şi 2, v€ V vectorii proprii cores- 
punzători. Atunci (At, Vs) = (AVi; Va) = do Va) Şi respectiv (£V, 2) = 
= (Vi, 8/02) = (Vi, oUa) = Aa(V1, Va). Rezultă (A, — Àz)(V1 t2) = 0, adică 
(0 92) = 0, întrucit A, Æ àg 

3) Dacă dim V = n, atunci polinomul caracteristice P(}) admite cel 
puțin o rădăcină à (eventual multiplă de ordinul n), iar acestei valori 
proprii îi corespunde cel puțin un vector propriu v,. Fie S, = S(%)+ sub- 
spaţiul ortogonal suplimentar în V al subspațiului propriu S(>). 

Atunci V=S(4) ® S, şi dim S, = dim V — dim S(à) = n — 1. Fie 
de asemenea Z/s, restricția lui Z la S, şi fie yE Z,s(S,). Atunci există 
£E S, astfel încit Yo =A ;s (Lo) = Lto Deci (Vi Yo) = (V, LL) = 
== (ALV, Lo) = (Ati; Lo) = A(0 2o) = 0, de unde rezultă yYyọ-L v, adică 
Yo E S, sau A/s (S1) e Sı. Vectorii proprii ai endomorfismului s,s, satisfac 
egalitäțile (+) £s, & =v = 4o ceea ce înseamnă că sînt în acelaşi timp 
vectori proprii ai lui Z. 

Tot din egalitatea (+) rezultă că valorile proprii ale endomorfismului 
sls, sînt şi valori proprii ale endomorfismului +7, deci polinomul caracte- 
ristic P,(à) al endomorfismului «7/s, divide polinomul caracteristice P(A) 
al lui «7. Fie 23 o rădăcină a lui P,(A) (à> poate fi egal cu à sau nu) şi v, 
vectorul propriu corespunzător :7/8,0p = AV, = Aa În calitate de vector 
propriu al endomorfismului s, : Sı > S, putem lua v, € S, şi deci va L8. 
Dar v, este vector propriu şi pentru «Z astfel încît am determinat doi 
vectori proprii ai lui s care sînt ortogonali. 
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Procedura continuă pînă la construcția restricției /;s, , la subspaţiul 
(3) Sua e Saca C... © So C Si Cu dim S,- = 1. Polinomul caracteristie 
al lui s, are gradul întîi şi deci singurei valori proprii a lui s/s, îi 
corespunde un vector propriu V, e S,-, care datorită incluziunilor (xx) este 
ortogonal pe toţi vectorii proprii construiți anterior. În concluzie am obţi- 
nut exact n-vectori proprii ai lui s ortogonali doi cîte doi. 


Consecinţă. Datorită proprietăţii 3), orice endomorfism hermitian este 
diagonalizabil. 


Observaţii. 1) Pentru un endomorfism antihermitian valorile proprii sint pur imaginare 
sau nule; vectorii proprii corespunzători au aceleași proprietăţi ca și în cazul hermitian. 

2) Pe spaţiile cuclidiene reale, valorile proprii ale unui endomoriism simetric sint reale, iar 
valorile proprii ale unui endomorfism antisimetric sînt nule. Dacă FV, este un spaţiu euclidian 
real n dimensional, iar 2f : V,„— V, este simetric, atunci 27 posedă n vectori proprii care con- 
stituic o bază ortogonală a lui V„. Această proprietate nu este adevărată pentru un endomor- 
fism antisimetric. 


Exemplu. Fie spațiul euclidian complex Ç? și 27 : C— C? endomortismul dat prin matricea 


Să arătăm că 2 este hermitian și să determinăm o bază în (Ç? faţă de care matricea endomorfis- 
mului să aibă forma diagonală. Valorile proprii sînt reale 14 = 2, As = da = 4, iar vectorii proprii 
corespunzători e, = (1, i, 0), ez = (0,0, 1) pentru A = 4, și e = (i, 1,0), pentru 41 = 2, sînt orto- 
gonali doi cite doi. Deci 2% este hermitian. Normind vectorii proprii obținem baza ortonormată 


ĉi 1 i 0 ea i 1 : 
u = — = | — Y |], u= — | — 0 |; us=e2. Matricea de trecerea această bază 
ne. (V2 V2 iel (V2 y2 
este 
4 i 
nmas | cme 0 
y2 y2 
C= i 1 așa încit 
a it VĂ) 
y2 V2 
0 0 1 
400 


5.2. Teoremă. Fie V un spațiu euclidian complex (real) şi £: V —> V 
un endomorfism unitar (ortogonal). 

1) Dacă există, valorile proprii ale lui Z au modulul egal cu unitatea. 

2) La valori proprii distincte corespund vectori proprii ortogonali. 

3) Dacă V este complex şi n-dimensional, atunci posedă n vectori 
proprii ortogonali doi cîte doi. 


68 


Demonstraţie. 1) Fie A e C valoare proprie pentru endomorfismul uhitar 
A:V >V şi ve V — {0} vectorul propriu corespunzător lui A. Avèm 


re 


(Za, AB) = (8, AE) = AAE, 2), 
(£x, dx) = (x, a) 


unde zeste conjugatul complex al lui 7. Prin scădere rezultă (44 —1)(z, 1)= 0. 
Deoarece (x, 2)40, rezultă Aà —1 = 0 sau |A?=1, adică ji] =1.. 

2) Fie 2, 4 ħ valori proprii şi zu, & vectorii proprii corespunzători. 
Atunci (ay LLa) = (Lr, Lo) Și (fa Vaz) = Oa Agta) = MAg(Ey 2 2). 
Prin scădere rezultă (2422 — 1)(£1, to) = 0. Deoarece MAs — L # 0 dedu- 
cem (2, £2) = 0; adică a, şi a sînt ortogonali. 

3) Se demonstrează analog cu 3) din teorema, 5.1 cu deosebire că egali- 
tatea (Vis Yo) = (Vis LLo) = (Lti, Lo) = M(t; Lo) se înlocuieşte prin 


1 
(vx Yo) = (ta, Yo) = | — Ati, LLa |= — (Vi Lo) = 0, deoarece goes. 
pă 24 A 
5.3. Principiul minmax. Fie Z:V,—V, un endomorfism hermitian 
ȘI h > dp >... > 1 valorile proprii ale lui £. Dacă Vo este un subspațiu 
vectorial al lui v, iar u(Vo)= max (£x, æ)şi us=mintu(Vo)/din V= 
l EV |zli= 
= n — k +1}, atunci up = àn k = 1,2, ch. 
Demonstraţie. Fie o bază ortonormată {6, ..., €a} a lui V, pentru care 
Aei = hla i= 1,2, ..., n 3i fie Vy c V, su bepaţiul generat de vectorii 
eis Cox ...36 ks. Prin construcţie Vrn V, # {0}, deoarece . am 


admis că dim Vp = n — d +1. Fie xve VNV, cu jæ] =1; avem 
È k 

= $ Dili Și (LL, &) = 5 Life L) = E lhe d) = Y Htl 2) = 
i=] t=] i=] iml 


k 

a s im [2 

= 3, Pi Lie 
i=1 


k 
Ipoteza 14 > 2,3... 2y >... > h implică (Za, 2) > rr £ le [= 
i=l 
= due? = în. Deci u(Va) > àn adică uy > a. Fie Usc V subspațiul 
generat de vectorii €r, exp --.; €n $I fie ze Un Vo Atunci æ = $ Lilis 
i Lia 
LI] = P = 
jel =1 și (4g, s) = $ dle” < a Y el? = du. Rezultă u(Vo)< hr 
i=k =k 
adică u, < ñx Din cele două inegalităţi obţinem u, = àn k = Leca. 
Exemplu. Pe spaţiul euclidian canonic [R 4, fie endomorlismul sf : [R'— [R4 dat prin matricea 


[> 0 —1 0 
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ieoarece AtA = I rezultă că matricea A este ortogonală ; deci și endomortismul Á este 
ortogonal. Să verificăm că valorile proprii ale lui Co : CIR"— CIR" au modulul egal cu 
unitatea și că vectorii proprii corespunzători sint ortogonali. i 
Valorile proprii ale lui TZ sînt soluțiile ecuației det (A — AI) = 0, adică 2, = —1, h = L, 


ARE R E puls 
4 


A A 


4 4 4 


Evident |Al == şi Il =M= t + Ds 1. Vectorii proprii cores- 
16 16 
punzători sînt respectiv e; = CV 3, y3. —Ț 3, 1), e, = (—1, 1, 1, —V3), e, = (—1i4, 1/4, 
1, V312) + i1514, yi5, 0,0) şi e, = ea. Vectorilor ê, și e, li se atașează vectorii reali 
u = (—1/4, 1/4, 1, 3/2) ṣì v = (|/15/4, 15/4, 0,0) astfel încit es = u + iv, e, = u — iv. So 
verifică imediat că (e, e3) = 0, (e, u) = 0, (ez, D) =0, (ez, u) = 0, (êz, V) = 0, (u, 0) = 0. 


§6. Polinoame de matrice. Funcții de matrice 


Fie V, un spațiu n-dimensional peste cîmpul K şi = V, > V, un 
endomorfism căruia, în raport cu o bază a lui V,, i se atașează matricea 
A = [ag] E MaxalK). 

Oricărui polinom P(t) = amt” -+ am- 14 ... + at + ay cu coeficienți 
din cîmpul Ki se poate ataşa polinomul P( 8) = ams” + am- 4” 14 
+... HUL +a sau polinomul P(A) = amA” $ amo 4"! +... F 
+- aA + al. 


6.1. Definitie. Polinoamele P( 4) se numesc polinoame de endomorfisme, 
iar polinoamele P(A) se numesc polinoame de matrice. 

Evident, cercetarea polinoamelor de endomorfisme se reduce la cerce- 
tarea polinoamelor de matrice. În ceea ce priveşte calculul matricei P(A) 
cînd se dă A este recomandabil să se folosească observaţiile următoare : 


1) dacă A se reduce la o matrice diagonală D, atunci A = CDC, A? = CDC 1... AP = 
= CDnC; 

2) dacă A se reduce la o matrice Jordan J, atunci A = CI0Q1, A? = CICI, AM = 
= CINCI, 


6.2. Teorema Cayles-Hamilton. Dacă P(1) este polinomul caracteristic 
al matricei A, atunci P(A) = 0. 

Demonstraţie. Dacă Ce Mns K), atunci (x) 0-0 = (det C)I, unde 
Ct este reciproca lui C. Fie A€ Maxa K) şi P(à) = det (A — MI) 
polinomul său caracteristic. Avind în vedere egalitatea (*) avem (**) 
(4 — AIA — M)+ = PNI. 

Prin construcție (A — 11)* este o matrice de polinoame de grad n — 1, 
adică (A — AI)? = Boat + Bp-2)°7? 4... + Bp unde B; € Max K), 
i =0,... n — 1. Fie P(2) = Ņ 0:7, au AE K. Egalitatea (+*+) devine 
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(A — AD( Boa 01 + Bop 2... BA PB) = (AnA pana". .. ao) 


sau 


(— Ba)" — (A Baa — Baal +... $ (AB, — By) 4 
+ ABg = (01) $... + (a DA Gal. 
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Prin identificare, după puterile lui A rezultă — Ba-1=84, A Bn-1— Ba-2 = 
= M-il, .. AB, — Bo = al, ABo = al. Amplificind, la stinga, sut 
cu A", n-a > e ep Á, Ii aduniînd parte cu parte obţinem P(A) = ad”. + 
tad” ak Ee 4 an-A 4 aal = —A"B +A” B,- 1— A" Ba- +. 


— AB, 4+ AB, = 0. | z 
Conseeinţă. Dacă 7: V, —> V, este un endomorfism iar P(à) este poli- 
nomul său caracteristic, atunci P(x) = 0. i 


Exemple. 1) Dacă 


= 
[=] 
[=] 
© 


0 0 1 0 


să calculăm matricea P(A)= At — 2A? + I. Polinomul caracteristic al matricei A este 
P(A) = det (A — ÀI) = (à? — I} = At — 2X + 1 şi deci pe baza teoremei Cayley-Hamilton 
avem P(A) = 0. 

2) Să calculăm A”! pentru matricea nesingulară 


folosind teorema Cayley-Hamilton. Găsim P(2) = (1 — 2) şi deci P(A) = O, adică (A — 1I)? = 0 
sau A? — 34A? + 3A — I = 0. De aici rezultă A(A? — 3A + 21) = (4? — 3A + SIA = I așa 
încît 


4 = 42—34+31=]|_7 10 
—10 2 1 


6.3. Teoremă. Orice polinom în A de grad >n, unde n este ordinul 
matricei A, poate fi exprimat printr-un polinom de gradul n — 1. 

Demonstraţie. Fie P(A) = (—1P(2 — 3,71 +... gœ ò) polinomul 
caracteristice ataşat matricei A. Teorema Cayley-Hamilton implică 


A => 4 n F Da. 


Prin recurenţă rezultă că puterile 42*7, pe IN, se exprimă cu ajutorul 
puterilor A2-1,...,A4,1. 
Fie acum o serie de puteri f(t) = >, amt” cu coeficienţi din K. Se ştie 


că aceste serii au sens pe acele spaţii vectoriale pe care putem defini 
puterea i” (numere reale, numere complexe, matrice pătratice, endomor- 
fisme etc.). Teoria convergenţei seriilor de puteri o presupunem cunoscută 
de la cursul de Analiză matematică. 
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6.4. Definiţie. Fie g:V, >V, un endomorfism și A matricea pătra- 
tică de ordinul n ataşată lui £ în raport cu o bază din Vp. Seria Y, du” 


[i m 
se numește serie de endomorfism, iar suma sa se numește funcţie de endomor- 
fism. Seria Ý, amA” se numeşte serie de matrice, iar suma sa se numeşte 


m 
functie de matrice. 
Evident studiul seriilor de endomorfisme se reduce la studiul seriilor 
de matrice. Pe de altă parte teorema 6.3 (consecinţă a teoremei Cayley- 
Hamilton) asigură că f(.1) = $] &mA” se reduce la un polinom de gradul 


m 
n—1 în A, unde n este ordinul matricei A. Dacă $] 4„A” este convergentă, 
Lică 
atunci coeficienţii acestui polinom sint serii convergente. 
În cazul cînd A admite valori proprii distincte, A, -..-, An, polinomul 
de gradul n — 1 se poate scrie în forma Lagrange 


TA 5 Hak Ae NAS Pasal) ee (A — în) pa), 


j=l (24 = 21) Ski (h —— As) 43 -= Aita) ... (43 — An) 


Egalitatea precedentă se poate scrie și sub forma 
P - 
PA) = 3, Zif), 
j=! 


unde ZjEMnpxn K) nu depind de funcţia f şi deci pot fi determinate prin 
particularizarea lui f. 
În cazul valorilor proprii multiple se arată că 


pm 


RA) = $ F Zaf), 


k=] j=ù 
unde fO(.) sint valorile derivatei de ordinul j a lui f, iar Zy; e. nxa(IK) sint 
matrice independente de f. 
În particular se admit următoarele definiții 


2m+1 


4 co AT , co 
ei = —— sin A = Si (—1)n ————— 5 COS ' 
Ži, m! PX Desi ad mo (2m)! 


un 
ba 
|] 
Ms 
| 
_ 
3 


seriile avind raza de convergență co. Dintre acestea un rol deosebit îl 
joacă matricea exponențială e^. Deseori, în loc de e“ se utilizează e“, te [R 
(vezi capitolul de sisteme diferențiale liniare cu coeficienți constanți). 


Exemplu. Să calculăm e4t pentru matricea 
1 2 3 
A=10 2 — 
0 0 3 


Deoarece h = 1, M = 2, h% = 3 sint valori proprii distincte ale lui A, rezultă 
(a) NA) = Zif(1) + ZafQ2) + Zal(8). 
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Matricele Z, j = 1,2,3 nu depind de f şi de aceea pentru a le determina particularizăm 
pe f, succesiv, prin : f(2) = z — 1, f(z) = z + 1, f(z) = z. Atunci, f(A) = A—I,[(A)= A + 1, 
f(4) = 4? și din (x) i 


f(A) = 1* Za +2- Za f(A) = 22, + 3Za + 4Za [(4) = Z, + 4Za + Zy 

așa încît obținem sistemul matriceal 
Z, + 22%, = A—I 
2Z, + 3Z;, + 4% = A +I 
Z, + 4Z, + 92; = 4? 

cu soluția 

Z, = 1J/2(4? + 5A + 6I), Z, = —A? + 4A — 3I, Za = 144? — 34A +21), 
Pentru f(A) = e4f, obţinem 


e4t = 1/2[(42 + DA + 6Ijet + 2(—A2 + 4A — 31e” + (4? — 3A + 21)e*]. 


$ 7. Probleme 


1. Fie V spaţiul vectorial al funcţiilor reale de clasă C% pe (0, 1). Să se găsească valorile 
proprii și vectorii proprii ai endomorfismului f : VV definit prin g = {4 (f), g(2) = zf'(2), 
VW ze (0,1). 


2. Fie V, un spațiu vectorial real. Endomorfismul F : V,—V, cu proprietatea F3-+7F=0 
se numeşte Z-structură pe V,. Să se determine valorile proprii ale lui CZ : CV, — TV, 


- 3..Să se determine valorile proprii și vectorii proprii pentru endomortismul 7 : R2—[R? 
dat prin matricea 


= = = 
A = 2 4 3 
pr e a 


4, Să se determine polinomul caracteristic al matricei Frobenius 


Pı P2--- Pn Pu 


.............. 


5. Fie AE Maxal) UE MD), Ve Mpy (C) și 


A —AV 
B = . 
—UA UAV 
Presupunind det A = 0 să se arate că polinomul caracteristic al lui E se divide cu 72, 
6. Să se diagonalizeze matricea 


4 60 
A=1—3 — 0 
—3 — 1 
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7. Fie £ : IRS—IR* endomoriismul definit prin f(x) = (14 + 224 — 42y 2r; — 21y —2ip 
— 42, — 2t, + 23); T= (Tir To L3). Să se determine o bază ortonormată în [R? față de care 
matricea endomorfismului să fie diagonală. . 


8. Să se cerceteze dacă matricea 


> 
I 


poate fi diagonalizată. În caz afirmativ să se determine matricea diagonalizatoare ([. 


9, Fie A Ri> [R: endomorfismul definit prin matricea 


1o 
w 
L 
9 


în raport cu baza canonică a lui [R4: Să se determine matricea ordan pentru, Cf :FR'>TR' 
și să se scrie matricea corespunzătoare pentru XJ : Rt— [Ri. À 


10. Să se”determine baza față de care matricea 


—2 —5 4 


are forma canonică Jordan. 


11. Fie sf : [Rt— [Rt endomorfismul definit prin matricea 


1 — 0 0 


în raport cu baza canonică a lui [R¢. Să se determine matricea Jordan pentru Cof : CIR4-CIR4 
și să se scrie matricea corespunzătoare pentru sf : [Rt— [R*. 
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12. Fie matricea 
5+5i —1+i —6—ii 
A= | —4— 6i 2— 2i 6+ 4i 
2+3i —1 +i —3—2i 


cu elemente din ([. Să se determine o matrice unitară T astfel ca matricea TAT să fie 
triunghiulară. 


13. Să se deter mine valorile proprii și vectorii proprii și apoi să se diagonalizeze matricea 
ortogonală 


cos? 0 sin 
is 0 1 0 
—sinð 0 cos? 


14. Să se deter mine valorile proprii şi vectorii proprii ai matricei antisimetrice 


1 0 — 
£=] 0 1 — 
— — 0 


15, Să se determine valoarea polinomului de matrice P(A) = A4— 4A? + 6A? — 4A +I, 
pentru matricea 


A =g 
=- S a i 
mă a a 


17. Fie V un spațiu euclidian complex și w% : VV un endomorfism hermitian. Să se arate 
că ei reprezintă un endo morfism unitar. 


18. Să se calculeze matricea e4, unde 


E Q0 = 
A=| 0 0 0 
—2 0 4 


75 


Capitolulăd 


FORME BILINIARE ȘI PĂTRATICE 


Şi. Forme biliniare 


1.1. Definiţie. Fie V un spațiu vectorial peste cimpul K. O funeție 
L:VxV-—IK se numește formă biliniară saw tensor covariant de 
ordinul doi pe V dacă 


(ha + ly, 2) = ks, z) +14(y, 2), 
(2, ky + 12) = kA (8, 9) +142, 2) 8, Yy, zE V, k,le K. 


Această definiție spune că o formă- biliniară este o funcție de două 
variabile vectoriale, liniară în raport cu fiecare variabilă. 


Exemplu, Produsul scalar definit pe un spațiu vectorial real este o formă biliniară. 
Contraezemplu. Produsul scalar definit pe un spațiu vectorial complex, nu este o formă 
biliniară deoarece (x, ky + lz) = (x, ky) + (x, lz) = k(x, y) + (x, 2) # k(x, y) + (x, 2). 


Fie 2(V, K) mulțimea tuturor formelor biliniare pe V. Adunarea for- 
melor biliniare şi înmulțirea cu scalari se definesc ca la funcții; dacă 
A A E B(V, K), atunci 

(L1 + La) (2,9) = Aty) + Laz, Y) 
(fe 4) (8, Y) =k A2 y), Yke K Y(z,y)eV xV. 
În raport cu aceste operații mulțimea Z(V, K) este un spaţiu vectorial 
peste cîmpul K. : 

1.2. Definiţie. Forma biliniară £ :V X V —>K se numeşte simetrică 

dacă Als, y) = Aly, s), Yo,yeV; dacă Ale, y) = — Aly, £), £ se nu- 


meşte formă biliniară antisimetrică. 
Fie V, un spațiu vectorial n-dimensional peste cîmpul K şi fie (e, ... 
n n 


<.. -3 Cn} 0 bază în acest spaţiu. Pentru æ, y E Vn, 2 = Lili Y = F Yen 
t i=l j=i 
n 

şi £ :V XV, >K o formă biliniară pe V,, avem A(x, y) = £ (È Lilis 
i=l 


” n ici 
3, we) = 5 § Lyk (e: e) ceea ce arată că forma biliniară +7 pe V, este 
j=l i=] j=l 
unic determinată dacă se cunosc cele n? valori ale ei (e: e), i,j = 1, ... 
„--> Hp pentru vectorii bazei {e,..., e). Notind ay= Alen e)e K, 
egalitatea de mai sus devine 


n n” 
Alx, yY) = X Y tut 
i=l ji 
care se numește expresia analitică a formei biliniare față de baza consi- 


derată. 
Matricea A = [a] E Manx K) de elemente a, = (6, e) se numeşte 
matricea formei biliniare £ în raport cu baza (e, ..., €a}. Dacă introducem 
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matricele coloană X = [z,]e Max K), E = [y;] e Mn K), ataşate vec- 
torilor æ şi y, atunci expresia analitică a formei biliniare poate fi scrisă 
sub forma matriceală 


Als, y) ='XAY. 


Aplicația care asociază fiecărei forme biliniare £: Va X V, —> K 
matricea ei în raport cu o bază dată a spaţiului V, este un izomorfism 
între spațiul vectorial Z(V,, IK) şi spațiul vectorial //xa(IK). În consecință 
dim Z(V n, K) = dim Max K) = n’. 


Dacă matricea A este nesingulară (singulară), atunci „7 se numeşte 
nedegenerată (degenerată). În general, rangul matricei A se numeşte rangul 
formei biliniare 7. 


1.3. Teoremă. O formă biliniară s :V, X Vp, —> K este simetrică (anti- 
simetrică) dacă şi numai dacă matricea formei într-o bază a spaţiului este 
simetrică (antisimetrică). 

Demonstraţie. Admitem că £ este o formă simetrică; atunci dacă 
A = [ay] este matricea formei într-o bază fe, ..., €n} a spaţiului, avem 
i = A (es e) = Ale 0) = a. deci A —tA. Reciproc, admitem că 
există o bază (6, ..., €a} aspaţiului astfel încît matricea formei A = [ay] 
este simetrică. Atunci Ya,yeV avem (y, £) = (YAX) ='X'AY = 
='XAY = A(x, y). 

1.4. Teoremă. Dacă O = [C] e /nxu([X) este matricea de trecere de la 
baza (e, ...; ny la baza {ei,..., eny din Vp, iar A = [aş], B = [by] 
sînt matricele formei biliniare 7: V, XV, —> K faţă de cele două baze, 
atunci 


B = 'CA0. 


Demonstraţie. În baza (ei, ....,e4) avem g = $ Lilis Y = > Ys ef, 
i=l jml 
8, YEVa Dacă X' = [a], Y = [y;], iar B= [by], buy = (ese), 
ij = 1, ..., n, este matricea lui £ față de această bază, atunci Z(z, y) = 
= tY' BY". 

Pe de altă parte matricele coloană X, Y şi A”, Y' ale lui æ şi y în cele 
două baze sînt legate prin egalitățile X=0X', Y=0Y' aşa încit 7 (2, y)= 
= ‘XAY ='(0X')A(0 Y’) = 'X''OAC)Y'. Rezultă 'X'BY'='X'('0A0)Y'; 
deci B = ‘OAC. 

1.5. Definiţie. Fie 4 :V XV —K o formă biliniară simetrică. Mul- 
țimea Ker 7 = {xe V| A(x, y) = 0, YyeV} se numeşte nucleul formei. 

1.6. Propoziţie. Ker 7 c V este un subspațiu vectorial al lui V. 

Demonstraţie. Fie u, ve Kerg. Atunci (u, w) = 0, A(v, w) = 0 
Vw e V și dacă k, le K, avem kof(u, w) + lA(v, w)=0 sau A(ku-+lv, w) = 
= 0. Deci ku +- lwe Ker æ. 


1.7. Teorema rangului. Dacă < :V, X V,„,—> IK esteo formă biliniară 
simetrică pe spațiul vectorial n-dimensional V,, atunci 


rang £ = n — dim(Ker.£). 
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„Demonstraţie. Fie {e;, ..., e.) o bază a lui V, şi A = [ay], ae IK ma- 
tricea formei biliniare în raport cu această bază. Atunci Ya, y € Vp, = 


ø n n n ELă n 
= Y 2ean Y= A Yen Ll y) = E Y auz, = X (5 03%) Y; care arată 
i=l j=l 


i=l j=1 j=1 Liz 
că ze Ker / dacă şi numai dacă z este o soluție a sistemului liniar și 


n 
omogen $, așr, = 0, j=1, ..., n. Deci Ker «7 coincide cu mulţimea soluții- 
s=l 
lor acestui sistem. Pe de altă parte rang £ = rang [a], adică rangul 
lui < este egal cu diferența dintre numărul necunoscutelor sistemului şi 
dimensiunea spațiului soluţiilor sistemului. 


Ş 2. Forme pătratice 


Fie V un spaţiu vectorial peste cîmpul K şi Z : V x V —> IK o formă 
biliniară simetrică. 

2.1. Definiţie. Functia Q : V —> IK definită prin egalitatea Q(Œ) = (2, ®), 
se numește forma pătratică asociată formei biliniare simetrice £ ; £ se zice 
forma polară sau forma dedublată a lui Q. 

De exemplu forma pătratică corespunzătoare produsului scalar real 
este pătratul normei euclidiene : Q(2) = (x, æ) = |e |”, se V. 

Întrucît pentru z,yeV, Qla +y) = Ale +y, s -+-y)= Alw, 2) + 
+ Lle, Y) + (9 T) T AY, Y) = AlE, w) H Al Y) HAY Y) şi AlE y= 
=s (Y, 2), rezultă, 

(2, Y) = 12[Q0(2 9) — Qa) — Q(9)]. 


Această egalitate arată că dacă se cunoaște forma pătratică Q, atunci 
forma biliniară simetrică Z este perfect determinată. 
Presupunem dim V = n. Dacă (ej €z -.., €n} este o bază în spaţiul 


vectorial V,, atunci pentru orice zeV,, 2 = >) ze, avem 


î=1 
n n” 
Q(x) = A(x, 2) = £ 3, CTT = tXAĂ, 
i=l j=1 
unde a, = iei e), ij =1, ..., n, X = [ii Lo -+ -3 a]. De aici deducem 
că matricea și rangul formei pătratice Q coincid respectiv cu matricea şi 
rangul formei biliniare simetrice æ asociate lui Q. 

2.2. Definiţie. Fie £ :V x V —>R o formă biliniară simetrică şi Q 
forma pătratică asociată. Vectorii x, ye V se numesc ortogonali în raport 
cu A (sau Q) dacă A(s, y) = 0. 

2.3. Definiţie. Fie U c V un subspaţiu vectorial al lui V. Mulțimea 
Ut = {ye V|A(x, y) =0, Vaze) se numeşte complementul ortogonal 
al lui U în V faţă de £. 

2.4. Teoremă. Fie Z:V x V —> Ro formă biliniară simetrică. 


1) UL este subspațiu vectorial al lui V ; 
2) dacă (up, May -. -, tip) este o bază în U, apartenența y e Ut este echi- 


valentă cu sistemul 
(5 Y) = (uz Y) = ee = A (Up Y) = 0; 
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3) dacă dim V =n avem dim U să dim U+ > dim V ; egalitatea are 
loc dacă Z este nedegenerată ; 


4) dacă Z/U, Z|U+ sint restricţiile lui Z la U şi respectiv U+, dim V =n 
rezultă 


U Ut =V & |U estè neđegenerată. 


Demonstraţie. 1) Fie Yı, Y€ Ur. Atunci A(x, Y1) = 0, Alta 2) = 
= 0. Pentru k, le R avem kara, Yı) + iz, Yə =0 sau A(z, ky, + 
+ ly) = 0. Deci ky, -+ ly, € eU-. 


2) = U+ implică (x,y) =0, Vaze; în particular (w: y) =0, 
i=l, .. ., p, deoarece u: 7 U. Reciproc, A(x, y)=0 pentru mie ze U deoarece 


dacă z e U avem s = y Lili i € R aşa încît A(s, y) = $ iA (Ui, Y) = 0. 
i=l ¿=l 

3) a se vedea problema 4.§5, din [48]. i 

4) Admitem că restricția «Z/U este nedegenerată. Aceasta înseamnă 
că singurul vector din U ortogonal pe toţi vectorii din U este vectorul 
nul, aşa încît U n U+ = (0). Cum 7 este nedegenerată avem dim U + 
+ dim U+ = dimV; deci U @ Ut =V. Reciproc, dacă U & UŁ =F, 
rezultă U n U+ = 0} aşa încît Z /U este nedegenerată. 


Observaţie. Chiar dacă o formă biliniară f (sau Q) este nedegenerată pe spațiul V, se poate 
întîmpla ca restricțiile ei la anumite subspații vectoriale alc lui V să fie degenerate. De exem- 
plu, forma pătratică Q(x) = xf + a? — ză este nedegenerată în [R° dar restricția ei la sub 
spațiul U = (z€ [R3|za — za = 0} este degenerată avind rangul egal cu unitatea. Într-adevăr 
dacă Taceni schirnbarea de coordonate t = Yj; Ta = Yas Ta — Ta = Yz forma pătratică devine 
QU) = 9? + 2uaUs — Y2. Prin schimbarea menţionată, mulțimea U se scrie U = {y€ [R?ly; = 0} 
și atunci (Q | U) (4) = yi care evident are rangul unu. Pentru a obține complementul ortogonal 
UL, fie o bază în U formată din vectorii u, = (0, 1,1), u,=(1, 1, 1). Vectorii ye U+ trebuie 
să verifice ecuaţiile s/(u> y) = 0, sZ (Ua y)=0, adică ya — Y3 = 0, Ya + Ya — Y3 =0 cu soluţia 
gencrală y; =0, Ya = Y =a. Deci y = (0, a a)€ UŁ. 


2.5. Definiţie. Un vector ve V se numește izotrop în raport cu o formă 
biliniară simetrică d: V X V —> Ç (sau relativ la forma pătratică asociată 
Q) dacă Q(z) = A(x, æ) = 0. 


Exemplu. Pentru forma biliniară A: Cx C> C; Z(2, y) = ti + Tya forma pătratică 
asociată este definită prin Q(x) = a? + 22. Din Q(z) = 0 rezultă £ = + İz, așa încît vectorii 
izotropi ai formei sint (£4, ir) Și (z — iz) cu ze C. Definiţia 2.5 spune că un vector ze V 
este izotrop dacă și numai dacă el este ortogonal lui însuși ; evident vectorul nul al spațiului 
este totdeauna izotrop deoarece Q(0) = 0. 


2.6. Definiţie. Fie £ :V, XV, — IR o formă biliniară simetrică. O bază 
{eis Coy -o e3 €n} C Vn 8e numeşte "bază ortogonală în raport cu forma s£ 


dacă Alei e) = 0 pentru i #j, ij =1,...,n, adică vectorii ei sînt 
ortogonali doi cîte doi față de forma £. . 


În raport cu o bază ortogonală matricea formei este diagonală, 
n 0 0... 0 
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şi dacă notăm a;;= ap i = 1, ..., n, atunci expresiile analitice ale formei 
biliniare +7 şi formei pătratice asociate Q, devin, 


A(T, Y) = 5 Yi Q(a) = y ad. 
ia 


i=l 


Aceste expresii se numesc expresii canonice corespunzătoare formei 
biliniare simetrice +7 și respectiv formei pătratice Q. În acest caz se spune 
că forma pătratică Q : V, — RR (respectiv forma biliniară s) a fost redusă 
la expresia canonică. 


§3. Reducerea formelor pătratice la expresia canonică 


3.1. Teoremă. Dacă Q:V,„-—> R este o formă pătratică pe spaţiul V,, 
atunci există în V, o bază ortogonală în raport cu Q, adică o bază față de 
care Q(x) să aibă expresia canonică. 


Demonstraţie. Admitem cazul cînd forma pătratică Q este nedegenerată. 
Aceasta înseamnă că şi polara ei Z este nedegenerată. Vom folosi inducția 
după n. Pentru n = 1, baza este formată dintr-un vector nenul. Fie 
n > 1. Deoarece s/ este nedegenerată, Ker Z — (0), ceea ce înseamnă că 
există vectorii z, y e V, aşa încît A(x, y) 4 0. Atunci cel puţin unul dintre 
scalarii (2 +y, æ +- y), A(x, æ), 7(y,y) este nenul. Deci există un 
vector & e V, aşa încît (e, &) # 0. Fie atunci U c V, subspaţiul vec- 
torial generat de vectorul e, și UL complementul lui ortogonal față de s. 
Deoarece vectorii din U sînt de forma ke, ke R şi (e, ke)= kAlle, e.) 40 
pentru #0 rezultă că şi restricţia s//U este nedegenerată. 

Conform teoremei 2.4 avem V, = U @ U+ şi restricția //U1 este de 
asemenea, nedegenerată. Aceasta arată că dim U+ = n -— 1, deoarece prin 
construcție dim U = 1; prin ipoteza de inducţie, în Ut există o bază 
notată (ea, €s, -. ., ea) ortogonală faţă de restricţia 4 / UL, deci şi faţă de Y. 

Din felul cum au fost construiți, vectorii e, ex, ...s e, sînt ortogonali 
doi cîte doi faţă de Z gi deci liniar independenţi. În adevăr, ecuaţia 
kie H eee + Enea = 0, kie R, i=1,..., n, implică 0 = (e; kie, -+ 
+ kala ke H kiei A eee + an) = ki (l e), _ i= 1, ... 0. Relaţia 
Alei, e;) Æ 0 conduce la k; = 0, î=1,...,n. În concluzie {ez; .. -3 €n} 
constituie baza căutată. 

Sà considerăm cazul cînd s este degenerată, adică Ker s 4 {0}. 
Notăm U = Ker x şi fie W c V, subspaţiul suplimentar cu U, adică 
U n W = {0} și Fa, = U @W. Conform teoremei 1.7 avem dim U = 
= n—rang <% şi atunci dim W = dim V, — dim U = n — n + rang s = 
= rang s/ ceea ce înseamnă că restricția Z/W este nedegenerată. Notăm 
p = dim W = rang . Conform primului caz există o bază (f,,...,J2) 
în W ortogonală faţă de restricția 7/W şi deci și faţă de Z. Completăm 
această bază cu baza (fps - - -s fay a lui U aşa încit obţinem baza (fi... 
co for sc -s Jaz a lui Fn, ortogonală faţă de 7 (vectorii fpi, -- <, fa aparţi- 
nînd lui U = Ker +7 satisfac egalitățile 2(fr, fn) = 0, k # h, k, h = 
=p +1, ..., n). Aşadar, în ambele cazuri, s-a putut găsi o bază a lui V,. 


3.2. Teoremă. Dacă rang £ = p < n atunci oricare ar fi baza (e, ... 
<... 22) a lui V, ortogonală față de forma biliniară simetrică Z (sau Q) 
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exact p dintre scalarii (e, e) = Q(e,), ..-, (ex, e.) = Q(e,) sint nenuli ; 
adică, oricare ar fi expresia canonică a lui Z (sau Q), numărul coeficienţilor 
nenuli este acelaşi și anume egal cu rang £ = rang Q. 


Demonstraţie. Fie {6&, ..., €n} o bază a lui V, ortogonală față de 1 
așa încît (ein e) Æ 0, i =1,..., q şi Ale e) =0, j =q +1, ..., n. 


n 
Atunci 2 = Y 2,ere Ker £ = A (er, 2)=0, k=l, ..., NESAU Lr A (ek ep) =0 
k=l 
ceea ce implică 4, = 82= ... =8=0 deoarece A (e, e) #0, k = 1, ..., 4 
Aşadar dim Ker sf = n — q şi cum dim Ker sf = n — p (deoarece rang 
Á = p) rezultă q = p. 
Un procedeu practic de a construi o bază ortogonală faţă de o formă 
pătratică Q dată, adică baza față de care Q(x) se reduce la expresia canonică, 
il constituie metoda lui Gauss. 


3.3. Teoremă (metoda Gauss). Fie Q:V,„,—> C o formă pătratică pe 
spaţiul vectorial complex V,. Atunci se poate construi o bază (e, ez, - -3 Cn} 
în V,, ortogonală în raport cu Q, faţă de care Q(x) să se reducă la expresia. 
canonică. 


n n 
Demonstraţie. Fie {fi - . -, faj o bază a spaţiului V, ṣi Q(2)= $) Y, auzi; 
i=l j=l 
expresia analitică a formei în această bază. Dacă au= 0, i = 1,2,..., R 
şi Q nu este identic nulă, există cel puțin un element a £ 0 pentru i e j. 
Prin transformarea de coordonate vi = 2i + Er Lj = Li — Liy Up = Lir 


k # i,j expresia formei pătratice devine Q(2) = > at; în care cel 
i j=l 
puțin unul din elementele diagonale ain i = 1, ..., n este nenul (deoarece 
Lily = VP — w). 
Notăm cu (a, ...; e) baza lui V, față de care coordonatele lui æ sint 2, 
4 = Lp E A Matricea de trecere este 


1 C. 0 
0 0 
0.=|o0 i E 0 
0 DESE | 0 


.......... ...... .... . 


Fără a micsora generalitatea, patam. admite că a, # 0 aşa încît putem 
scrie Q(x) = ans +2 PX Citi z + Ş: azi. Adăugăm şi scădem terme- 
i Îl 
nii potriviţi pentru a A orală pătratul formei liniare 'asi + ai + ..- 


.. + ain Za adică 


1 „ 
Qla) = —F (auti + arata +... H an8) SI ai 
du i, 3=2 


6 — c., 625 8i 


n 
ande Y, ayxx; nu conţine pe zi. Pieței, e”, ..., eu) baza din V, față de 
i, j=2 
care coordonatele vectorului să satisfacă egalitățile zi” = anti + aits + 
L.. F Ainm i = tp j= 2, <<. În tapori cu această bază, expresia 
i ; i l ; 
formei pătratice devine Q(æ) = — ai? + $ Gti tj. Suma Qe) = 
du "dn j=2 - 
n E 
Y, ayw, ej este o formă pătratică în n — 1 variabile aşa încît poate 
î, j=2 
fi tratată asemănător. 
Matricea de trecere la noua bază este 


EA _ diz F Qin 

au au du 

0: = 0 1... 0 
0 0 1 


în conluzie, după cel mult n — 1 paşi obținem o bază e, ..-, €n} în Vas 
ortogonală față de Q, forma pătratică reducîndu-se la expresia canonică 
care reprezintă o sumă de pătrate de p < n forme liniare independente 


{p = rang Q). 


„Exemple. 1) Pentru forma pătratică Q : [R?— [R definită prin Q(2) = 11l} — 21113 -F CaTa 
în baza canonică a lui [R" avem a= 0, i= 1,2,3. 
Prin schimbarea de coordonate z, = zi + zi, Za = T] — Ta Ta = 14 obţinem Q(T) = ai? 
— x4? — iz — 3z4zy. Folosind matricea de trecere i 


1 1 0 
G= |1 — 0 
0 0 1 


găsim baza nouă ej = e, + ea, e, = €j — êp e3 = e 
= ? 1r E — r’? — Pat _ "a Fi pica = EH 
In Q(z) = (zi 1/22) za 3x52 IEEJA notăm z xi 1/23, z, z 


1 2 a 
ag = x; şi obținem Q(x) = qj’? — ay? — 3x7 ry — 14x33; baza n PO et este 
e = Bs ; ej! = = es e! = 12e, Es Les iar matrice de taia este 

1 0 1/2 
c=lo 1 o |: 
0 0 1 
Asemănător, Q(x) = z — (4 + 3/21) + 242 aşa încit, prin "schimbarea de coor- 


-donate 2” = zih £g” = a + 3/2 za! 5 za! = = Tg, , avem Q(z) = 2i”? — x2 + 2x72 
-care reprezintă expresia canonică a formei. Baza, artogunată faţă de Q: față de care am obținut 


această expresie este formată din vectorii e,''=—e,-kez; e, =e] — ês eg! = — e, + 2e, + es 
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(e, ex, 6, sint vectorii bazei canonice). S-a folosit matricea de trecere 


1 0 0 
C= 10 1 —32 [e 
0 0 1 
Matriceal, f[ey, eg’, e4] = IC, tC, tC lers egs ea]. 
2) Pentru forma pătratică Q: R?> R. Q) = Dar Gaz 6r} + 12r, — 10x] 2 — 
— 22223 în baza canonică a lui [R° obținem succesiv 
Q(z) = 1/9 (9x, + 6z2—5ar3)' —36/92 — 25/923 + 6r + 6x3 — 2r,t3 = 1J9(9x, + Gap — 513)? + 
+ 232—2aax3+29/922=—1/9 (Ix, -+623 —5x9) +1 J2(2xp— X3)? —1/213+29/9 23=— 1/9911 + 6x, — 
— 5r)’ +1/2(2r,— 1)? + 49/18 x3 = 1/943 + 1/2y2 + 49/18 y3, unde, y, = Da + Ôt, — Stg 
Y= 2X, — Xa Yz = Tg jsint coordonatele lui z în baza ortogonală față de Q, formată din vectorii 
fi =1/9e,, fa= —319e, +12 Cos fh =2/961+ 1/2 ea F eze 


3.4. Teoremă (metoda Jacobi). Fie Q :V,—> R o formă pătratică şi 
A = [ay] matricea ei în baza {e ...; €n} a lui V,. Dacă determinanţii 


Aa Aig 


A= 0 å; = ., A, = det A sînt nenuli, există o bază 


da a 
| pam) ai în Va faţă de care expresia formei pătratice Q devine Q(x) = 
` at, unde at, i =1,..., n, sînt coordonatele lui œ în această. 
Ea A =l. 
Demonstraţie. Căutăm vectorii fi, - - -s fa de forma hS = Caly fa = Ca + 


F Colos «+9 fa = Cnr F Capa H - » + + Cana aa încit să avem A(fa 6) = 0, 
1 <J <i <n, iar (fe) = 1, unde % este polara formei pătratice Q. 
Scrise dezvoltat, aceste condiții devin 


A (fin &) = Can +F Cita H ee H City = 0 
(fi €>) = Cito + Otaza + hik + Cilo = 0 
A (fosei) = Cti, F Citimi F ee E Citin = 0 


A (fis 6i) = Canti +F Cigli +... + Cuty = 1. 


Acest sistem are soluție unică, deoarece prin ipoteză determinantu! 
sistemului este chiar A, # 0. Regula lui Crammer dă 


du Gu 0 
i-a @i-1,t-1 0 
Sai |an Mita i SR ORE Ata 
> A, N 


aşa incit baza (f,, .. -> fay este perfect determinată. Să găsim acum expre- 
sia formei pătratice în această bază. Matricea lui Q în baza {fis . -3 Ja} 
este matricea B de elemente b;;= (fi fi) = Alfi ne +... + ce) = 
= CA (fi e.) + CaA (fi 2) +... Hetl Si 6) ; cum A(fi, e) = 0 pentru 
J <i (prin construcţie) deducem că 2;=0 pentru j <i. Din pro- 
prietatea de simetrie a formei biliniare Z rezultă că b; = 0 şi pentru 
j >i. În concluzie b= 0 pentru i # 3. În plus, dacă j = i, atunci bu = 
= A (Fis f= A (fi Calit -o F Casei) =01 (fi 6) H -oo F Cii- (fis ei) + 


Pa | 
+ Ci Al fi e;) = Cu = == 1 = 1, s.o Pe În baza (fi Ja >. safar avem 
i 
i pe de A e i 
Q(x) => $ bit, —— £ Bai ni SE Lp? 
i, j=] fmi A; 


Exemplu. Pentru forma pătratică x— Q(x) = 52} + 6x3 + 4x3 — Aaaa —4zp T= 
= (Ty Ta %3)€ [R?, matricea atașată în baza canonică a lui [R? este 


5 —2 —2 
4A=|—2 6 0 
—2 0 4 
| 5 2 
Minorii principali A, sînt A, = au = 5, A = | = 26, Ag = det A = 80. Cum 
—2 6 
i 


A, = 1, rezultă expresia canonică 


1 5 3 
(2) = — xl? + — pl + — 13 
Q za Rr a 


în baza formată din vectorii f, = 1 [es fa = 1/13e, + 5/26e,, fa = 3/20e, + 1/20e, + 13/402. 


3.5. Teoremă. Fie V, un spațiu vectorial real euclidian. Dacă Q : V, > R 
este o formă pătratică (reală), atunci există o bază {fi fa <- > Ja} a lui Van 


n 
față de care expresia canonică a formei este Q(z) = $ 2i unde dy Agy e» 
iml 
-; àn Sint valorile proprii ale matricei formei, fiecare valoare proprie 
fiind scrisă de atitea ori cît este multiplicitatea sa, iar wi, i=l, ... n 
sint coordonatele lui æ în această bază. ` 


Demonstraţie. Deoarece matricea formei Q este o matrice simetrică reală, 
ea admite numai valori proprii reale şi se poate diagonaliza. Atunci baza 
căutată (f,, ..., Ja} este formată din vectorii proprii ortonormaţi ai matricei 
formei. În această bază obţinem expresia canonică a formei. Anume dacă 
notăm prin C matricea vectorilor proprii ortonormați, prin schimbarea 
X = CX', X => [ao -y ah X =t, Va] se obţine imediat expresia, 
canonică. 


Exemplu. Fie forma pătratică z— Q(z) = xf + 723 +- r$ — 821£,— 16142 — Sata 
x € [R?, în baza canonică a lui [R?. În această bază, matricea formei este 


1 — —8 
A =|—4 7 f|’ 
—8 —4 i 
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“care are valorile proprii 3, = — 9, Ap = à = 9. Vectorii proprii ortonormaţi corespunzători 


ai E ai lia E d i e 2 4 E 
n a ia Type aA a ja pg ee o 2 D= 3 ——— A ata 
i (= 3 3 ) i ( y5: r] i (3 3/5 FE) 


incit matricea de trecere la această bază este 


2/3 0 —5/3V5 
C= las —2/5 213/5 
2/3 15 41345 
Prin transformarea X = CX" obţinem Q(x) = — 9x? + 9x77 + 923. 


§4. Signatura unei forme pătratice reale 


4.1. Definiţie. O formă pătratică Q:V —> R se numeşte pozitiv semide- 
finită (negativ semidefinită) dacă Q(x) > 0 (respectiv Q(æ) <0) pentru 
orice xe V. Forma pătratică Q se numeste pozitiv definită (negativ definită) 
dacă Q(x) >0 (respectiv Q(a) < 0) pentru orice x + 0 din V. O formă 
biliniară simetrică 4 :V x V —>R se numeşte pozitiv definită (negativ 
definită, pozitiv semidefinită, negativ semidefinită) dacă forma pătratică 
asociată Q are această proprietate. 


Exemplu. Produsul scalar definit pe un spaţiu vectorial real este o formă biliniară simetrică 
și pozitiv definită. 

Observaţie. Dacă există x€ V așa încit Q(z,) >0 și za€ V așa încit Q(x.) < 0 spunem 
că forma pătratică Q este nedefinită. 

Metoda lui Jacobi ne permite să obţinem o condiţie necesară şi suficientă pentru ca o 
formă pătratică Q:V,— [R să fie pozitiv definită (respectiv negativ definită). 


4.2. Teoremă (criteriul lui Sylvester). Dacă sint îndeplinite condiţiile 
teoremei Jacobi, atunci forma pătratică Q : V, — IR este pozitiv definită 
dacă şi numai dacă A; > 0, 1=1,2,...,n şi este negativ definită dacă şi 
numai dacă (—1)FA,>0, k =1,..., n. 

Demonstraţie. Fie Q pozitiv definită. Admitem prin absurd că există 
un A, = 0, 1 <p <n; aceasta înseamnă că una din liniile lui A, este 
o combinaţie liniară de celelalte, adică există numerele ki, ..., Ep, nu 
toate nule, astfel ca kitu- Eta +... + Epp = 0, t= 1,..., p, 
adică ky sf(e,, e;) + kok (ez, 6i) +... +HEpt (ep ei) =0. De aici rezultă 
Alke, $... -+ Epep e:i) = 0, i = 1, ..., p, deoarece s/ este o formă bili- 
niară simetrică. Amplificîind prin ka i = 1, ..., p şi adunînd relațiile obți- 


p > b 
nute, găsim tur $ Kiei a) + kys ( Y Eiln car + taa ( Y Filis e)=0 


i=] i=l i=l 
$ $ P . x 
sau £ ( Y Fies Y tai) = 0. Rezultă $, ke; =0, deoarece Z este admisă 
i=l i=l i=l 


pozitiv definită. Cum k, i = 1,...,p nu sînt toți nuli, rezultă că vec- 
torii e, ..., p sînt liniar dependenți, ceea ce contrazice ipoteza că 
{en ea -.., e este bază în V,. Deci A, #0, p = 1, ..., n. Mai mult, conform 
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teoremei 3.4, există o bază a lui V, faţă de care Q(2) = Și 1. gi? și cum 


i=] i 


Q esteadmisă pozitiv definită, rezultă —— Ai > 0, adică A; > 0, i = 1, ey ne 
mi 


Reciproc, Qacă A; >0, i=1,...,n rezultă = A >0, i=1,...,” 


A 
şi din Q(2)= $ ii: 


i=l =; 


ze deducem Q(z) > 0; Ris) = 0 < ti = r = 


... = 24 = 0, deci x = 0. În concluzie Q(2) >0, Va # 0. Dacă A este 
negativ definită, rezultă că forma —Q este pozitiv definită şi totul se repetă 
ca mai sus avind în vedere că matricea lui —Q este —A = [~au]. 


n 
4.3. Definiţie. Pie expresia canonică Q(æ) = F axi a unei forme pătra- 
i=l 
tice Q :V,—> R în care p coeficienti sînt strict pozitivi, q sînt. strict negativi, 
iar d = n — (p + q) sînt nuli. Tripletul (p, q, d) se numește signatura formei 
pătratice Q. 


4.4. Teoremă (legea de inerție). Signatura unei forme pătratice este 
invariantă la schimbarea bazei față de care are o expresie canonică. ' 


Demonstraţie. Fie (e, .. ~, €n}, el sent € V, două baze în V, față 
de care forma pătratică Q : V, > R are expresiile canonice 


Q(2) = px a, e= 5, ze și respectiv Qla) = = Ș ba 


i=l i=l jml 


n š 
& = Şi zje; Putem considera cele două baze astfel încît a; ṣi b; î,j = 1, 
j=l 
. n să fie 1, —1 sau 0. În plus putem presupune (eventual printr-o 
renumerotare) că primii p-coeficienți sint +1, următorii q sînt — 1 şi 
restul nuli, adică Y ze V, să avem 


$ b+ 
(+) Qla) = $ sr — Y a în baza (ep ..., Cng 
k=l h=p+1 
şi analog 
A 12 ai 12 a # , 
(+) Qla) = ar — 3 ap în baza (e, ...; Crh 
yæl s=q4' +1 


signaturile corespunzătoare fiind (p, q, d) şi (p',q',d). Să arătăm că 
p = p’ Si q = g’. Să presupunem că p Æ p' gi anume că p >p’. Fie U 
subspațiul generat de vectorii e, €s ..., €p şi U’ subspaţiul generat de 
vectorii esa -.., €n; deci dim U = p, dim U’ = n — p’. Ipoteza p > p' 
implică dim U + dimU' = p +- n — p' >n, iar aceasta arată că subspa- 
tiul U-+U' nu este sumă directă de subspații şi deci U n U’ =Æ {0}. 
Fie se Un U', w #0. Atunci @ = ej +... + pêp = pri? He 
eee Hren SAU = hG H... H ep HO0'epy H... +0-e, în baza 
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{e 9 aj Și din egalitatea (4) avem 


2 ' n2 da i Pa 4 3 t $ 
Qiz) = sti + -.. + æ 2 0 şi sr=0-61 +. . A EAA e eee E 


în baza (ej, ..., epy aşa încit din egalitatea (+) rezultă Q(a)= — rfa e. 
— 2 <0 
.— g? <0. 


Din cele două inegalităţi deducem Q(x) = 0, ceea ce implică 4 = to = 
=... = Lp = Ô şi Lpy > eee = Xp = 0 gi deci xv = 0, care contrazice 
faptul că v # 0. Rămine p < p' şi analog se arată că p’ < p, asa încit 
se obține p = p'. Analog rezultă q=q' ; deci şi d=d'. În concluzie (p, q, d&)= 
= (p', g, d’). 

Forma pătratică Q : V, —> R este pozitiv definită dacă şi numai dacă 
una din următoarele condiții este îndeplinită 

(i) are signatura (n, 0, 0), 

(ii) determinanții A; î = 1, ..., n sint strict pozitivi, 

(iii) valorile proprii ale matricei A sînt strict pozitive. 


§5. Probleme 
1. Fie P} spațiul vectorial al funcțiilor polinomiale reale care au cel mult gradul trei și 


fie «7: PX P—> [R funcția definită prin (7, y) = VĂ t(Dy(s)dtds. 


e - 
O L) a 


1) Să se arate că „7 este o formă biliniară. 

2) Să se determine matricea ei în baza canonică a spaţiului şi apoi matricea ei în baza 
{E —1, Ë— 4 6, P— B) 

2. Se dă funcția Z : [Rtx [Rt—> [R definită prin A(T, yY} = £1Ya — To + Tia — Cai + 
E Ya — Cala F Tag — Taya H Cala — Tale H Vaya — TaY 

1) Să se arate că „97 este o formă biliniară. 

2) Să se determine matricea corespunzătoare formei în raport cu baza fı = (1, 1, 0, 0), 
fa = (0,1,1,0), fa = (0, 1,0, 1), fa = (1, 0,0, 1). 

3. Fie V un spațiu euclidian complex şi J: V ->V un endomortism, Definim forma 
pătratică z > Qix) = (Zion), 2), xe V. 

1) Să se arate că dacă 7 este hermitian, atunci Q(x) e [R, Y x e V, iar dacă 7 este 
antihermitian, atunci (x) este pur imaginar, Y x e V. 

2) Să se verifice relaţiile Q(t) = UQ(2), Vte C, QE + y) = Qla) + QU) + (7 (2) y) + 
+ (J(u), x) Yz, yE V, şi să se scrie formula corespunzătoare pentru Q(x + ty). 

(3) Să se verifice implicația Q(x) = 0, xe V = J (x)= 0, zeV. 

4) Să se arate că dacă Q(x) este real, Vze V, atunci 7 este hermitian. 

4, Fie forma pătratică Q : [R2— [R; Q(2) = 322 + 22123 + 5x3. Să se determine valoarea 
parametrului 2€ [R astfel ca vectorii x = (1, 2) și y = (ħ, — 1) să fie ortogonali în raport 
cu forma Q. 

5. Se dă forma pătratică x —> Q(x) = 523} + 6x3 + 422 — Ata — 41,14. 1). Utilizind metoda 
lui Gauss, metoda lui Jacobi și respectiv metoda valorilor proprii, să se aducă Q(x) la expresia 
canonică. 2) Să se verifice teorema de inerție. 


87 


6. Se dă matricea 


Ş oLa 
az |0 —5 00 
1 000 
1 000 


1) Să se scrie forma pătratică corespunzătoare și să se găsească expresia canonică. 
2) Să se verifice teorema de inerție. 


n n 1 
7. Să se arate că forma pătratică z— Q(z) = X 5 — tit; TER”, este 
tai J E 
pozitiv definită. 
a 
8. Să se reducă forma pătratică z— Q(x) = Ș, 2 + bA x; xE [R” la cxpresia ca- ' 
i=l i<j | ; i 


nonică. 
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GEOMETRIE ANALITICĂ ÎN E, 


b Capitoul 1 
VECTORI LIBERI 


§1. Vectori liberi 


Fie TE» spațiul punctual tridimensional al geometriei elementare şi 
AB un segment orientat (fig. 1). A se numeşte originea, iar B se numeşte 
extremitatea segmentului. În cazul cind originea şi extremitatea coincid se 
obține segmentul orientat nul. Dreapta determinată de punctele A şi B 
se numeste dreapta suport a lui AB şi se notează cu AB. Această dreaptă 
ešše unic determinată numai dacă A # B; dreapta suport a segmentului 
orientat nul este nedeterminată. Două segmente orientate se numesc (1) 
colimiare, (2) paralele dacă dreptele suport sint (1) egale respectiv (2) 
paralele. 


1.1. Definiție. Două drepte din (E. au aceeași direcție dacă sînt paralele 
sau egale. 


1.2. Teoremă. Relaţia binară „aceeaşi direcție” este o relație de echi- 
valență pe mulţimea dreptelor din spaţiu. 


Demonstraţie. Relaţia „aceeaşi direcţie” este reflexivă, simetrică şi 
tranzitivă. Reflexivitatea este totuna cu egalitatea. Simetria rezultă din 
reilexivitate şi din simetria paralelismului între drepte: D|D' > D'|D. 
Tranzitivitatea decurge din faptul că două drepte paralele cu o a treia 
sint sau egale sau paralele. 

Pentru relația „aceeaşi direcţie” clasa de echivalență determinată de 
o dreaptă se numeşte direcția dreptei respective. Altfel spus o directie 
este o familie de drepte paralele (fig. 2), fiecare dreaptă din această familie 
tiind un reprezentant al direcţiei din care face parte. 

Un seginent orientat nenul determină unic dreapta suport. De aceea 
direcția dreptei suport se poate atașa direct segmentului orientat care 
determină dreapta. 


Fig. 1 Fig. 2 
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a < A 


Fig. 3 Fig. 4 


1.3. Definitie. Două segmente orientate nenule au aceeași direcție dacă 
dreptele lor suport sînt paralele sau coincid. 


1.4. Teoremă. Relaţia binară „aceeași direcție” pentru segmente orien- 
tate nenule este o relație de echivalență pe mulţimea, segmentelor orientate 
nenule. 


Demonstraţie. Temă. 


Pentru segmentele orientate nenule, direcțiile sint clasele de echivalență 
ale dreptelor suport relativ la relaţia „aceeaşi direcţie”. Admitem că 
direcţia unui segment orientat nul este nedeterminată. 

Pe o dreaptă se pot stabili două și numai două sensuri de parcurs (ordini 
ale punctelor dreptei, consecinţe ale axiomelor de ordine) pe care le notăm 
prin săgeți (fig. 3). O dreaptă, împreună cu o alegere a unui sens de pereum 
se numeşte dreaptă orientată. 


Indicarea unui sens de parcurs pe una dintre dreptele paralele, ce defi- 
nesc o direcţie, defineşte un sens pe toate dreptele familiei respective:-O 
direcție pentru care este dat un sens de parcurs pe dreptele familiei care o 
defineşte se numeşte direcție orientată. 


Un segment orientat nenul AB determină unic dreapta AB şi un sens 
de parcurs pe această dreaptă : sensul de la A către B. 


1.5. Definitie. Două segmente orientate nenule coliniure au acelaşi sens 
dacă sensurile determinate pe dreapta suport comună coincid. Două segmente 
orientate nenule paralele au același sens dacă extremităţile lor se află în 
același semiplan determinat de dreapta care unește originile segmentelor 
(fig. 4) în planul dreptelor suport paralele. 


1.6. Teoremă. Relaţia binară „acelaşi sens”, pentru segmente orien- 
tate nenule de aceeași direcţie, este o relaţie de echivalență. 

Demonstratie. Temă. 

Relaţia „acelaşi sens” implică relaţia, „aceeaşi direcţie”. De aceea există 
numai donă clase de echivalență relative la relaţia „acelaşi sens”. Conve- 
nim să numim aceste clase sensuri: sensul initial impus de un segment 
orientat nenul fixat și opusul său. De asemenea admitem că sensul unui 

segment orientat nul este nedeterminat. O direcţie împreună cu unul 
dintre cele două, sensuri posibile este o direcție orientată. 


Lungimea (norma sau modulul) unui segment orientat AB se defineşte 
ca fiind lungimea segmentului neorientat [AB], adică distanța de la punctul 
A la punctul B. Un segment orientat are lungimea zero dacă şi numai dacă 
el este segmentul nul. Două segmente neorientate care au aceeași lungin èe 
se numesc segmente congruente. 


1.7. Definiţie. Două segmente orientate au aceeaşi lungime dacă segmentele 
neorientate corespunzătoare sînt congruente. 
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1.8. Teoremă. Relaţia binară „aceeaşi lungime”, 
pentru segmente orientate, este o relaţie de echiva- 
lenţă. 

Demonstraţie. Relaţia de congruenţă este o relaţie 
de echivalență. 

Relaţiile „aceeași direcţie”, „acelaşi sens”, „ace- 
eaşi lungime” pentru segmente orientate generează 
o nouă relaţie pentru segmente orientate utilizată aa 
pentru definirea noţiunii de vector liber. Fig. 5 


1.9. Definiție. Două segmente orientate nenule se numesc echipolente 
dacă au aceeași direcţie, același sens şi aceeaşi lungime. = 

Dacă AB este echipolent cu CD, atunci vom scrie AB ~ CD. Se dove- 
dește uşor că AB ~ CD = AC ~ BD (fig. 5). 

Intrucit relaţia „acelaşi sens” implică relaţia „aceeaşi direcţie”, echi- 
polența este sinonim pentru „același sens și aceeaşi lungime”. Există însă 
suficiente probleme concrete care impun explicitarea unei direcţii fără a 
interesa, sensul. De aceea am preferat definiția clasică pentru echipolență 
deşi conţine şi elemente superflue. 


1.10. Teoremă. Relaţia de echipolență pentru segmente orientate nenule 
este o relaţie de echivalență. 


„Demonstraţie. Temă. 

Prelungim relația de csbipolariță şi la Sarmento orientate nule: admi- 
tem că toate segmentele orientate nule sînt echipolente între ele. Astfel 
obținem o relaţie de echipolență pe mulțimea tuturor segmentelor orientate 
din spaţiu care este o relație de echivalență. - 


1.11. Definitie. Clasele de echivalență ale segmentelor orientate relativ la 
relația de 'echipolenţă se numesc vectori liberi. Direcţia, sensul și lungimea 
care sînt comune segmentelor orientate ce definese un vector liber se numesc 
direcția, sensul și lungimea vectorului liber. 

Vectorii liberi vor fi notaţi cu litere mici cu bară deasupra ă, b, €,...; 
iar.în desen vor fi reprezentaţi printr-unul dintre segmentele” orientate 
echipolente ce definesc clasa numită vector liber. În : acest context vectorii 
liberi se mai notează și prin AB, OD, ..., evident AB e AB şi fiecare seg- 
ment orientat din clasa, numită, vector liber este un reprezentant al clasei. 
Corespunzător, pentru lungimea (norma) unui vector liber a sau AB vom 
întrebuința notaţiile |a||, LAB! sau (A, B). 

Un vector liber de lungime unu se numește zersor sau vector unitate şi 
în general se notează cu e. 

Vectorul liber care are lungimea, zero se numește vector mul şi se notează 
cu 0. Acest vector este reprezentat de segmentul orientat AA (în acest 
caz direcţia şi sensul sint nedeterminate). 

Vectorii liberi care au aceeași direcţie se numesc vectori coliniari. Doi 
vectori coliniari care au aceeaşi lungime însă au sensuri opuse se numesc 
vectori opuși. Dacă unul dintre ei este notat cu a, atunci opusul său este 
notat cu — d (fig. 6). 

Doi vectori liberi ă şi b sînt egali și se scrie a = b dacă reprezentanţii 
lor sint echipolenţi sau, echivalent, dacă au aceeaşi direcție, același sens 
şi aceeaşi lungime. 
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Fig. 6 Fig. 7 


Fie V mulţimea tuturor vectorilor liberi din spaţiul (Ea. Alegem în [Es 
un punct O numit origine. La orice alt punct M din IE; ii corespunde un 
vector şi numai unul reV al cărui reprezentat este OM. Reciproc la 
orice vector 7 corespunde un punct şi numai unul M, astfel încât OM să 
reprezinte pe 7. Rezultă că mulțimile [E3 şi V sint in corespondență biuni- 
vocă, bijecţia fiind unic determinată prin fixarea originii O. Vectorul 


liber F = OM se numeşte vectorul de poziţie al punctului M faţă de originea 0. 


§ 2. Adunarea 


Mulțimea V a vectorilor liberi din spaţiu se poate organiza ca un grup 
aditiv comutativ, definind adunarea prin regula triunghiului (regula para- 
lelogramului). 


2.4. Definiţie. Fie a şi b doi vectori liberi. Fie OÅ un reprezentant al 
rectorului aşi AB un reprezentant al vectorului b. Vectorul liber € reprezentat 
de segmentul orientat Ob se _numeşte suma vectorilor a și b și se notează 
č = āū +bsauOB=04A + AB (fig. 7). 

Evident &, b şi č = a +b sint vectori coplanari. De asemenea mentio- 
năm că regula cuprinsă in definiția 2.1 se numeste regula triunghiului. 

Adunarea vectorilor liberi +:V x V —> V, (a, b)— a-b este o lege 
de compoziție internă bine definită deoarece vectorul liber ĉ= ã& +b 
nu depinde de alegerea punctului O (Temă). 


2.2. Teoremă. Adunarea vectorilor liberi are următoarele proprietăţi : 
1) asociativitate: Ya, b, ceV, a+(b-+-0)=— 
= (a +b) +ë ; 

2) d este element neutru: YueV. a+0=0--a= 

3) opusul lui & este simetricul lui a: VaeV, 

4) comutativitate: Y &, be V, a—-b=b-+ra. 

5 Demonstraţie. Cazurile specifice coliniarității sint 


n | S drept teme. 
) Ținem seama de đefiniție și urmărim figura 8: 
JÈ este segmentul reprezentativ al sumei a -+ D, 
4 iar 00 este segmentul reprezentativ al sumei (â-4+-b)-+ 
Fiy. 8 +; AČ este segmentul reprezentativ al sumei 


+ 


b + 6, iar 00 este segmentul reprezentativ al sumei D 


a + (b -+2). Rezultă (a +b) + €= a + (b -+ 6). 
2)—4) Temă. 
Comutativitatea adunării conduce la o nouă regulă 4 B 


pentru determinarea sumei a doi vectori necoliniari, 

numită regula paralelogramului : se desenează A B ea, j PENI. CEE 
Abe b şi se fixează punctul C ca intersecția dintre 

paralela la AB dusă prin D şi paralela la AD dusă Fig. 9 

prin B; segmentul orientat AC este reprezentantul 

lui & + b. 


Asociativitatea adunării permite generalizarea regulii triunghiului læ 
regula poligonului strímb, potrivită adunării a n > 3 vectori. 

Proprietăţile 1), 2), 3) arată că adunarea defineşte pe V o structură de 
grup, iar proprietatea 4) arată că acest grup este comutativ. În grupul V 
SORA b += are o soluție unică 4 = a + (—b) pe care o notăm 
= & — b şi pe care o numim diferenţa dinire vectorul ă și vectorul b. Dacă 
IB este reprezentantul lui a, ji iar AD este reprezentantul lui d, atunci 


reprezentantul lui & — & este DB (fig. 9). 


§3. Înmulțirea cu un sealar 


Fie R cîmpul numerelor reale (cîmpul scalarilor) și V grupul aditiv 
comutativ al vectorilor liberi. Vom introduce o lege de compoziție externă, 
adică o funcție definită pe [R x V cu valori în V numită înmulțirea unui 
vector liber cu un scalar. 


3.1. Definitie. Fiete R și àe V. Prin të înțelegem un vector liber definit 
astfel: 1) dacă a 40 și t#0, atunci ta este vectorul care are acecași direcție cu a, 
același sens cu & dacă t > 0, sens contrar dacă t < 0 și lungimea it! al; 
2) dacă t = 0 sau a = 0, atunci ta = 0 (fig. 10). 

Evident t& este coliniar cu a. 


3.2. Teoremă. Înmulțirea vectorilor liberi cu scalari are următoarele 
proprietăți : 

1) VaeV,la=ă; 

2) Ys,te R, VuaeV,s(ta) = (st)a; 

3) distributivitate față de adunarea scalarilor: Vs, te R, VaeV> 
(s + tja = sã + tā; 


A A 
A Ei 
pa 
Fig. 11 
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4) distributivitate faţă de adunarea vectorilor Vte R, Yā& bey, 
wā 4- b) = tā -+ tb. 

Demonstrație. 1)—3) temă. 

4) Fie 04 A reprezentantul vectorului ā şi AB reprezentantul vectorului 
b. Atunci OB este reprezentantul vectorului & + b (fig. 11). 

__Presupunem t >0 şi notăm cu OA” reprezentantul vectorului ta şi 
OB' reprezentantul vectorului t(â + 5). Se observă că AOAB ~ AOA'B', 
avînd un unghi comun și laturile (care determină acest unghi) proporţiio- 
nale. Rezultă, ABIA b' şi FP = IAB, adică AÈ’ este reprezentantul 
vector m tb. Deci OP este reprezentantul sumei tă -+ t, adică t(a + b) = 

= ta — tb. 

Cazul t < 0 se tratează analog. 

Ca urmare a teoremelor 2.2 şi 3.2 adunarea şi scăderea elementelor 
din F, precum și înmulțirea cu scalari au proprietăţi analoage transformări- 
lor echivalente de la expresiile algebrice elementare. 

Proprietăţile adunării vectorilor liberi și proprietăţile înmulțirii vectori- 


lor liberi cu scalari arată că V este un Vipan vectorial peste cîmpul numerelor 
reale. 


84. Coliniaritate și coplanaritate 


Fie V spațiul vectorial real al vectorilor liberi. Noţiunile de subspațiu 
vectorial, dependență şi independenţă liniară, bază şi dimensiune, coordo- 
nate, izomorfism de spații vectoriale, le presupunem cunoscute de la partea 
de algebră liniară. 


Pentru început observăm că oricărui vector æ de lungime |a|| >0, 
i se asociază un vector &g= A ă, numit versorul lui â. Într-adevăr jā l| = 
a 


! ! 
wL 2 a= |a|| = 1. Deoarece & este un vector unitate de acelaşi 
all lali 


sens ca a, putem scrie a = |lâllăo. În plus, remarcăm că, Wā» avem 
0 = Oå 


4.1. Teoremă. Fie &, be V. Dacă a şi b sînt coliniari şi a z 0, atunci 
există un număr real t unic astfel încît b = ta. 


Demonstraţie. În baza observaţiei precedente putem scrie a = alo, 
b = |Dilbo şi evident versorii âp, bg sint sau egali sau opuşi. Pentru bo = ao 
b b 
găsim b = [llb = |b", = Iei. ă şi deci t = BI 
lall llall 
4.2. Consecință. Mulțimea V, = {be V| 3 te R, b = t, & + 0}, a tuturor 
vectorilor coliniari cu un vector nenul d, este un spațiu vectorial 
unidimensional. S 
Demonstraţie. V, este un subspaţiu vectorial al lui V, iar a este un vector 
independent care generează pe V4. 
Se observă că, coliniaritatea a doi vectori liberi este echivalentă cu 


dependenţa liniară a acestora. De aceea oricare doi vectoritiberi necoliniari 
sînt liniar independenți. 
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Fie acum 4, b, 6 trei vectori diferiţi din V. Ei se numesc coplanari dacă, 
segmentele orientate reprezentative sînt paralele cu un plan dat. 


4.3. Teoremă. Vectorii &, b, € sînt coplanari dacă şi numai dacă ei sînt 
liniar dependenţi. 

Demonstraţie. Presupunem că a, b, ¢ sînt liniar dependenţi, adică 
3r,s, te R cu 7? +82 t? #0 aşa ca ra +sb +te=0. Pentru 170 


relația se transcrie ¢ = aa + 8b, unde a = — A şi 8 =— = . Rezultă- 


că reprezentanții OA, ÒB, OG ai vectorilor 4, b, 2 satisfac relația 00=0E -+ 
+OF = «OA + BOB, adică OC se află în planul determinat de OA şi 
OB (fig. 12). 

Raționamentul reciproc este evident. 

4.4. Consecinţă. Mulțimea V, = {ĉe V|3r,se R, ĉ=rã& + sb; a, b 
necoliniari}, a tuturor vectorilor coplanari cu doi vectori necoliniari & şi 
b, este un spațiu vectorial bidimensional. 

Demonstraţie. V, ete un subspaţiu vectorial al lui V, iar (a,b) este o 
mulțime independentă care generează pe V. 

Deoarece dependența liniară a trei vectori liberi este echivalentă cu 
coplanaritatea, rezultă că orice trei vectori liberi necoplanari sînt liniar 
independenți. 


4.5. Teoremă. Spațiul vectorial real al vectorilor liberi din E; are 
dimensiunea 3. 

Demonstrație. În V există trei vectori liniar independenți şi anume 
oricare trei vectori necoplanari a, b,c. Să arătăm că aceștia generează 
pe V. Pentru aceasta fie d un al patrulea vector şi 04, OB, OC, OD repre- 
zentanții vectorilor &, b, 6, d (fig. 13). Se observă că OD = OD, +0D, + 
+0D, = rOA +s0B +t00 şi deci å = ra + sb + te. 

Dacă (a, d, 6) este o bază fixată în V, şi r,s, t sînt coordonatele lui € 
în raport cu această bază, atunci se preferă scrierea d(7, s, £) sau identifi- 
carea d = (r, s$, t). În acest context pentru d; = (fa Sa t) € Va i= 1,2,3, 
avem 

1) d, = den = fa $% = Sy h = tz; 

2) di +d = (Pata Sa +S h +t); 

3) kd, = (kry ksa kt) BI 

4) d, este coliniar cu d, dacă şi numai dacă coordonatele lor sînt pro- 
porţionale ; 


5) vectorii d, de, da sint coplanari dacă și numai dacă coordonatele 
unuia sînt combinaţii liniare de coordonatele celorlalți doi: 73 = arı + 
-+ B'as Sa = xS -+ BSa ta => at, -+ Bta. 


§5. Proiecţie ortogonală 


Fic D o dreaptă şi â ə AB un vector liber. Prin A şi B ducem planele P 
și Q respectiv perpendiculare pe D. Notăm (4) = D n P, (B') = DNQ. 


5.1. Teoremă. aaran liber A'B’ nu depinde de segmentul orientat AB 
ce reprezintă pe a 

Demonstraţie. Fie OD un alt re sprezentant al al lui & Şi, CD construit după 
procedeul lui ry: PB”. Trebuie să arătăm că A AB ~ O0D' (fig. 14). 

Segmentele A’ Ap şi O'D au: (1) aceeasi direcție deoarece sint situate 
pe D, (2) acelaşi sens deoarece punctele B’ şi D' se găsesc pe aceeaşi semi- 


dreaptă determinată de A” pe D, (3) aceeaşi lungime deoarece AA'B'B" 
este congruent cu A0'D'D”. 


Teorema 5.1 justifică următoarea 


5.2. Definiţie. Vectorul liber A'B' se numește proiecția ortogonală a vec- 
torului a pe dreapta D și se notează mp(&). 


5.3. Teoremă. Dacă D; şi D, sînt drepte paralele, atunci zp, (€) = Tp, (8). 


Demonstratie. Temă. 

Rezultă că proiecția ortogonală a unui vector liber pe o dreaptă D 
depinde numai de direcţia lui D. De aceea dacă œ este un vector nenul care 
dă direcţia lui D, atunci putem vorbi de proiecția ortogonală a lui & pe 4 
pe care o notăm cu zz(4&). Teorema care urmează arată că x este o trans- 
formare liniară. 


w y = | . pa F . E 

5.4. Teoremă. Fie ue V} — {0}. Pentru orice &, ôe V, şi orice scalar 

Ie R avem 
Tala + b) = T34) + Tgl) 
T (ta) = im (4). 

Demonstrație. Temă. 

_Notăm cu w un vector liber nenul și o versorul său, adică u = |a |l 
[||| = 1. Pentru orice & vectorul m (a) este coliniar cu «o şi deci există un 
număr real præ astfel încît (fig. 15): 


(2) => (pro. 


Fig. 14 


Fig. 16 Fig. 17 


5.5. Definiţie. Numărul real pr;a definit prin relația precedentă se numește 
mărimea algebrică a proiecției ortogonale m (3). 
Proprietăţile lui v implică 


pr(â + b) = prgă + prab 
pr, (tā) = tprz 2- 


Fie a şi be V, — {0} și 0A, ÖB 3 segmentele orientate reprezentative. 


Unghiul p€ [0, x) determinat de OA şi OB se numeşte unghiul dintre 
vectorii ă şi b (fig. 16). Evident, definiţia unghiului nu depinde de punctul 0. 
Dacă cel puţin unul dintre vectorii liberi & şi b este 0, atunci unghiul ee 
e [0, z] dintre ă şi b este nedeterminat. 


= F . v . . . T 
Vectorii a şi b se numesc ortogonali dacă unghiul dintre ei este PF .Accep- 


tăm că O este ortogonal pe orice vector. 
Noţiunea de unghi permite să explicităm numărul pr, în funcţie de 
|a|] şi de unghiul o dintre a şi u (fig. 17), 


prz = la] cosg. 


Fie P un plan şi aa AB un vector liber. Prin A şi B ducem drepte per- 
pendiculare pe planul P şi notăm cu A’ și B’ punctele în care aceste per- 
pendiculare înțeapă planul P. Se arată ușor că vectorul liber A'B' nu 
depinde de segmentul AB ci numai de a. Din acest motiv vectorul liber 
A'B' se numeşte proiecție ortogonală a vectorului a pe planul P ; se notează, 
rp(4). 

Un vector liber are aceeaşi proiecție pe două plane paralele, adică mp(&) 
depinde doar de a şi de spaţiul vectorial bidimensional ataşat lui P. Mai 
mult, se dovedeşte că proiecția ortogonală a vectorilor liberi pe un plan 
este o transformare liniară, 


§6. Produs sealar 


Noţiunea de produs scalar o presupunem cunoscută de la partea de algebră 
liniară. 

Fie V, spaţiul vectorilor liberi şi a,deV,. Pentru âz0 şi b7z0, 
notăm cu ee [0, x] unghiul dintre a şi b. 
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6.1. Teoremă. Funcţia (,): V; X V; -> IR definită prin 


"E ya lall lcos ọ pentru & #0 şib #0 
i 0 pentru â=0 sau/și b=0 


este un produs scalar pe V3. 


Demonstraţie. Trebuie să verificăm comutativitatea, omogenitatea, 
distributivitatea faţă de adunare şi pozitivitaitea, funcţiei (,). 

Dovedim numai distributivitatea, față de adunare (a,b + 6) = (4,5) + 
-+ (a, c) întrucit celelalte proprietăţi sînt aproape evidente. Cazul & = b 
este imediat. Pentru a verifica proprietatea în ipoteza @ # 0 ne folosim 
de noțiunea de mărime algebrică a unei proiecţii ortogonale. 

Fie £ un versor şi b un vector oarecare. Se observă că pr,b = (€, b). 

Exprimăm pe & z 0 în forma & = ă]| e, Jl = 1. Relaţia, pra(b + 6) = 
= pr; b + prê este echivalentă cu (e, b + €) = (€, b)+ (6,0). Tnaiitiná 


cu lja || și ţinînd seama de omogenitate deducem ( (ale, -+ e) = (ae, b) + 
-+ (lăllă, 6), c.c.t.d. 


Observaţii. 1) Teorema 6.1 arată că V, este un spaţiu vectorial euclidian; 


2) relaţia (ă, a) = |a? > 0 este echivalentă cu llall = i (ă, ā), ultima permițind calculul 
lungimii vectorului liber ă dacă se cunoaște produsul scalar (ā, a); 

3) relaţia |cose | <1 implică inegalitatea Cauchy-Schwarz |(a, DIS ial lei: 

4) doi vectori liberi sînt ortogonali dacă și numai dacă produsul lor scalar este nul. 


Fie {&, b, 6} o bază în Va şi 4 = ră kb tc, V= ra + sab + izt. 
Proprietăţile produsului scalar implică (u, 0) = (ră + sb -+ 46, Pad -+ 
Tabelul 3 
() ă b z 
(î.ă) (ad). (@, č) 
(5.a) (5,5) (5) 
@ a) (6,2) (2,2) 
H Sab + tac) =... = Pra(ă, A) + 11820, D) + rito(&, E) -+ sara(b, a) +8182, d) + 
$ Sita(b, €) + tra, a) + hsl, b) + tita(€, 6). Deci produsul scalar (%, D) 
este cunoscut dacă se dă tabelul 3. 

Pentru calcule este avantajos să alegem baze pentru care tabelul 3 să 
fie cît mai simplu posibil. Un exemplu îl constituie baza ortonormată, 
a cărei existenţă în V, este evidentă. 

O bază în V, formată din versori ortogonali se numeşte bază ortonormată 
şi se notează cu (i, Ĵĵ, &). 

Coordonatele unui vector în raport cu baza ortonormată se numesc 


coordonate euclidiene. Pentru baza ortonormată, fi, fi, j, Æ} obţinem tabelul 4 
de înmulţire scalară. 


GI SI RI 


Tabelul 4 
GOJ ij k 
i] 100 
il 010 
* | 0 01 
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Acest tabel conduce la 
(&, 5) = Tia + S182 + hta 


În particular (4,72) = ru (&, ĵ) = S, (&, F) =t; astfel coordonatele 
euclidiene ale unui vector a sint de fapt proiecţiile ortogonale ale lui & 
pe cele trei axe de coordonate. 


Dacă se cunosc coordonatele euclidiene ale unui vector d, atunci norma 


sa este 
a = lall = (a, a) = V + sie. 
De asemenea unghiul a doi vectori nenuli a și b este dat de 


E ERE o E ARIE, A e E Mani. P oE [0, 7]. 


la || Vrrsa+ra/i+a+e 


Astfel avem a  & dacă şi numai dacă rira -+ S182 + tt = 0. 


$7. Produs vectorial 


Fie V, spaţiul vectorilor liberi şi d,beV,. Pentru az0 şi b #0, 
notăm cu o € [0, z]unghiul dintre a şi b. 


7.1. Definiţie. Vectorul 


i Öll singe, pentru æ şi b necoliniari 
0, pentru &, b coliniari 
unde è este un versor AR a mi pe ă și b și cu sensul dat de regula mâinii 
drepte pentru tripletul (a, b, €), se numeste produsul vectorial dintre & şi b 
(fig. 18). 

Produsul vectorial este o aplicaţie biliniară definită pe V3 X V} cu 
valori în Va. 

Pornind de la definiţie se deduc următoarele proprietăţi : 


1) a xb = —b x a (anticomutativitate), 
2) ta X b) = (tä) xb = a x (tb), te R, 
3) a x(b +6)=āaxb+ä Xg, 

) a X0=0, a xa=—0, 


) la x di? = al 2/82 — (8, b)? (identitatea Lagrange), 

6) produsul vectorial a doi vectori nenuli este nul dacă şi numai dacă, 
vectorii sint coliniari ; dacă d şi b nu sint coliniari, 
atunci norma |la x >] reprezintă, aria, paralelogramu- 
lui construit pe reprezentanţii OA şi OE (fig. 18), 

Demonstraţie. Proprietăţile 1), 2), 4), 6) se demon- 
strează fără dificultate. Pentru a demonstra proprie- 
tatea 3) ne folosim de 2) şi de proprietățile înmul- 
țizii unui vector cu un număr. Fără a restringe gene- 
ralitatea, presupunem că a este un versor; fie P un 
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31 


plan perpendicular pe & (fig. 19) şi b un vector 
reprezentat, de segmentul orientat OB, a cărui 
, direcţie face un unghi « cu direcţia lui a. Fie 
B' proiecția lui B pe planul P. Vectorul re- 
prezentat de OP” îl notăm cu e(b). Evident 
vă, ce V,, avem e(b-+- 6) = o(b) -+ e(0). No- 
tăm cu 2 rotația de unghi z/2 în jurul axei G. 
Oricare ar fi vectorii v, w din planul P, 
ea R +5) = 20) + AD) 
9 Din figura 19 observăm că 4 Xx b= Beq(b). 
_ Într-adevăr ||ā x bl] = feed) = leb)l = 
= [|d|] sin a, iar tripletul (4, b, Z-g(b)) este orientat după regula mîinii 
drepte. Analog găsim ax ë= Boo(0) şi â x (b+ 6) = Boo(b+ 0). Dar 
Roo(b) -+ Boo(0) = Roob + 0) şi deci proprietatea este demonstrată. 
Pentru a obține identitatea Lagrange pornim dela identitatea sin? ọ= 
— 1 — cos?ọ, pe care o înmulţim cu |a| illl. 
În raport cu baza (î, j, E} vectorii a şi b admit descompunerea a = nī + 
+ 8] hk, respectiv b = t A+ se] + th. Folosind definiţia produsului 
vectorial! şi proprietăţile 1), 2), 3), 6) obţinem tabelul 5, 


Tabelul 5 
x|li f kÈ 
ilo k —j 
jl-k 0o i 
k| j-i 0 


care ne conduce la 


axb = (Sita — Sh) + (ra — Tita) + (rusa — Task 
sau simbolic 


îi j k 
axb=ln s hr 
To Sa le 


7.2. Dublu produs vectorial. Fiind daţi vectorii &, b, 6, vectorul w = 
= ã x (b x 6) este dublul produs vectorial al acestor vectori. Folosind 
baza, ortonormată (î,, k} precum şi proprietăţile produsului scalar şi 
vectorial, se poate arăta că a x(b x0)= b(a, c) — cla, b). Această 

relație pune în evidență coplanaritatea vectorilor w, 
b, 6 (fig. 20), unde d =b x ĉ şi wLa, wd. 


Observații. 1) ū x(x?) # (âx byxe; 2) expresia dublului 
produs vectorial se reține mai ușor scrisă sub forma determinantului 
simbolic 


E | b c 
ax(bxc)= | ta ei ci 
|(@. b) (â€) 
7.3. Aplicaţii. 1) Dindu-se punctele M,(f. îi = 1, 2, 3, să se sta- 
Fig. 20 bilească condiţia ca aceste trei puncte să fie coliniare. 
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Soluție. Impunem anularea produsului vectorial MM, x M Mg. Folosind vectorii de poziție 
ai punctelor și proprietățile produsului vectorial obținem (7, — 7.) X (73 — T4) = O sau F, XTy— 
— Ta X Tia X T+T XT =0 sau T, XT +T X Fat Fa Xx T = I. 

2) Fiind dați vectorii OA = }— 3k, AC = 4i + 7j, BC = 4i + 8j-— Sk, să se găsească 
vectorul de poziție al punctului B, respectiv C și să se calculeze lungimea înălțimii [AA] 
a triunghiului ABC. 

Solufie. Se constată că punctele A, B, C nu sînt coliniare, deoarece coordonatele vectorilor 
“AC şi BC nu sînt proporționale. OC = OA + AC, 0C=4i + 3j — 3k;08B = 0C — BG = 5k. 

Înălţimea [A A']a triunghiului A BC coincide cu înălțimea paralelogramului construit pe repre 
zentanții vectorilor BA și BC. 


i j ŁR 
EA 1 _ | aa sj Di Bix Tinm ea 
la 8 — 
BAx BC ae 
E IER inele feud PE y29. 


IBG] 


§8. Produs mixt 


Fiind dați vectorii liberi a, d, €, numărul (&, b x 2) se numeşte produsul 
mist al acestor vectori. Dacă ă, b, € sînt necoplanari, atunci modulul pro- 
dusului mixt reprezintă volumul paralelipipedului ce se poate construi pe 
reprezentanţii cu originea comună ai celor trei vectori (fig. 21). Într-adevăr, 
fie 6 unghiul dintre direcţiile vectorilor b şi c şi fie ọ unghiul dintre direcţiile 
vectorilor & şi bx €; atunci (&, bx 0) = (3, d) = |lallldilcose = llb x cll 

Pornind de la definiţie se deduc următoarele proprietăţi : 

1) (a, d x ©) => (6, ax d) = (b, ex a) 

2) (a,bxc)= —(8, ĉ x b) E 

3) (ta, 5 x 6) = (3, tb x 6) = (a, bx tē), te R 

4) (â. +ã, bx) = (du b X c) + (än bX C) 

5) (axb, ex d=|(» 9 (bă 

să 62 d) 

6) (&,b x ĉ) = 0 dacă şi numai dacă: 

(i) cel puţin unul dintre vectorii a, d, € este nul ; 

(ii) doi dintre vectori sînt coliniari ; 

(iii) vectorii a, b, č sînt coplanari. 

Demonstrăm proprietatea 5) restul le lăsăm ca 
exercițiu pentru cititor. Notind m = ¢ x d, obţi- 
nem (axb, c x d) = (ax b, m) = (m, ax b) = 
= (b, mx a) = (ā, b xm) = (a, öx (ë xd) = 
=[a, c(b, d) aa a(b, c)] = (a, 0)(b, d) — (a, d)(b, c)= 
Li (a,c) (a, d)|. 

(b,c) (b,a) 


{identitatea Lagrange) 
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Dacă a= ri -+ s) +k, b= rã -+s j + tk, C= ră + Sj + tak, în 
coordonate produsul mixt se serie 


AI n Ss hj 
(a, b x c) me Ta Sa t E 
T3 33 b 


Proprietățile produsului mixt se justifică cu ajutorul proprietăților 
determinanților. g 

Baza vectorială (a, b, €} se numeşte orientată pozitiv (negativ) dacă pro- 
dusul (a,b x ĉ) este pozitiv (negativ). Prin urmare baza ortonormată 
(4, j, E) este orientată pozitiv întrucît (3,3 X &) = 1, unde 7 = (1, 0, 0), 
3 = (0,1, 0), k = (0, 0, 1). 


Aplicație. Să se arate că vectorii a, b, z sînt coplanari dacă și numai dacă determinantul 
lor Gram este nul. 


Soluție. Prin determinant Gram al vectorilor ă, b, c înţelegem numărul 


(ă, â) (ā& b) (ā cĉ) 
G= |(5,a) (b,5) 6, © |> 
E, ā) (£2) (69| 
Dacă vectorii ă, 5,2 sînt coplanari, atunci Y'= + (ā, b xē)=0 sau echivalent %? = (ā, 


d x 0)? = 0. Scriem ultima relaţie folosind coordonatele vectorilor şi proprietatea det A=detfA, 
Atunci 


Ti Sa h| |n 72 rs 


| 
V? = jra Se bj js Sa s |= 
j | 
1 

Ta Sa hj lt b hi 

1 pă 2 2 f 
mA si Tata + SaSe + tila Tae + S183 + hbs) 

eu. A 
= Pap H SS + bal r+ Ai Tea + SgS + fata | = 


| Taty  SaSa + bata Tara + Sasa + bta ra +s+ 


|@ a) (@ b) (&o! 
=|6,2 65 0a =6. 
lea 65 Eal 


Reciproca este evidentă deoarece G = V2. 


Ş9. Probleme 


neres Pas 
1. Fie trapezul dreptunghic ABCD în care AD | BC, AD =ū, AB = b, măs ABC = . 


Să se descompună BC, DC, AC, BD, după vectorii ă și 5. 


2. Se dau vectorii d, = @— «b-+ 3%, d, = «ā — b + ĉ, d, = 3ā + B — ĉ, unde {ā, b, &} 
este o bază din V}. Să se determine «e [R, astfel încît vectorii d;, i = 1, 2, 3 să fie coplanari. 
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Pentru a astfel găsit, să se descompună vectorul d, după vectorii d și d. 

3. Se dau punctele A, B, C prin vectorii lor de poziţie OA = 14i —7j + 2k, OB = 2i + 
+ 2j — 7k, OC = —2i + 7j + 2k. Să searate că triunghiul AOB este dreptunghic și triunghiul 
BOC este isoscel. Să se calculeze perimetrul triunghiului A BC şi măsura unghiului BAC ;să se scrie 
expresia analitică a versorului bisectoarei unghiului BAC. 

4, Se dau vectorii = î + 2A] — (A— 1)k, b = (3— Di + J + 3, Xe [R şi se cere valoarea 
lui A pentru care ă și b sînt ortogonali. Pentru A astfel găsit, să se calculeze mărimea algebrică 
a proiecției vectorului & pe vectorul a + b. 


5. Să se calculeze aria paralelogramului construit pe reprezentanţii cu criginea comună ai 


1+cosv . sinu sinv- a z = . 
vectorilor 7, = ile j+ —————— h T = — sin vi — sin vtg uj + k, folosind 
cos? u cos? u cos u 
indentitatea Lagrange. 
6. Fiind dați vectorii ă = î — 5j — 7k, b = 2i — 3j + 6k, č = — Ï + 2j — 2k,să se calcu- 


leze Ū = āx(b xT) şi să se verifice liniar dependența vectorilor W, b, T. 


7. Fie triedrul (0; ā, 6,6). Vectorii definiți prin 


se numesc reciprocii vectorilor ā&, b, e, iar triedrul {0 ; ă', b', 6) se numește triedrul reciproc, 
Ce relații se pot stabili între &, b, ¢ și &⁄, b,0? 

8. Se dau vectorii @ = Ï — «j + 3k, b =ai— j + k, 6=3i + j — k. Să se găsească valoa- 
rea lui œ astfel încit vectorii ă, b, € să fie coplanari. Pentru g = 2, să se afle înălțimea pa- 
ralelipipedului construit pe reprezentanții vectorilor a; d, €, înălțime corespunzătoare bazei 
formate de reprezentanţii vectorilor ă și b. 


9. Să se arate că punctele A(1, 1, 1), B(3, — 1,4), C(0, 7, — 3), D(5, 7,2) sint coplanare. 


Capitolul 2 
DREAPTA ȘI PLANUL ÎN SPAȚIU 


ŞI. Reper cartezian 


Este cunoscut faptul că spaţiile E, și V, sint în corespondenţă biuni- 
vocă, bijecţia fiind unic determinată prin fixarea originii, iar spaţiile 
vectoriale V şi IR? sint izomorte, izomorfismul fiind unic determinat prin 
fixarea bazelor în cele două spaţii. Într-adevăr, în ipoteza că am fixat un 
punct O numit origine în IE; și o bază ortonormată (î,j, k} în Va, fiecărui 
punct M din [E; îi corespunde în mod unic un vector 7 = OM numit vector 
de poziţie al punctului M ; acestui vector ii corespunde în mod unic tri- 
pletul ordonat de numere reale (x, y, 2) e [R° numite coordonatele euclidiene 
ale vectorului OM în raport cu baza (î, j, &) ;se serie OM = zi + yj + ek. 


103 


Ansamblul {0 ; î,j, Æ} se numeşte reper cartezian în (Es. Punctul O se 
numește originea reperului, iar ți, j, k} se numeşte baza reperului. Coordo- 
natele euclidiene (z, 7, 2) ale vectorului de poziţie 7 = OM se numesc 
coordonatele carteziene ale punctului M față de reperul ortonormat (0 ; , 
j, E}; æ = (6,7) = pr = abscisa, y = (Ĵ, 7)=pryr ordonata, z=(k, î)= 
= pr” = cota. Bijeeţia dintre [E; şi IR? determinată prin fixarea reperului 
rai se numeşte sistem de coordonate cartezian şi se notează prin 

%, Y, 2). 
„Pielii menţionate mai sus permit deseori identificarea spaţiilor [E3, 
și R’. 

*Versorilor 3,3, b le ataşăm asele de coordonate Ox, Oy, Oz care au acelaşi 
sens cu sensul pozitiv al acestor versori. Coordonatele carteziene ale punctu- 
lui M reprezintă mărimile algebrice ale proiecțiilor ortogonale ale vecto- 
rului OM pe cele trei axe de coordonate (fig. 22). Axele sînt caracterizate 
respectiv prin ecuaţiile 


osa 090. y ups td 
z=0 g =0 y =0 


Cele trei axe determină trei plane z0y, 702, z0x numite plane de coordo- 
nate. Ele sînt caracterizate respectiv prin 


ZOy:2—0, yOz: =0, 2z20gæ:y=0 


Cele trei plane de coordonate împart spațiul în opt regiuni numite octante. 

Uneori reperul cartezian este indicat prin notația Oxyz, prin aceasta 
înțelegîindu-se că s-a fixat originea O și axele reciproc ortogonale Og, Oy, Oz. 
Evident versorii reciproc ortogonali 7, j, k rezultă din context. 

În cele ce urmează presupunem cunoscute din geometria euclidiană 
noţiunile elementare ca punct, dreaptă, plan, perpendiculară etc... ; 
de asemenea, presupunem că V, este raportat la baza ortonormată 1, j, k}, 
iar [E; la reperul cartezian {0 ; 3, j, k). 


§2. Dreapta în spaţiu 


O dreaptă în spaţiu poate fi determinată de : 
(i) un punct și un vector nenul; 
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(îi) două puncte; 
(iii) intersecţia a două plane. 


2.1. Dreapta determinată de un punct şi un vecter nenul. Fie punctul fixat 
Moto Yo 20); Fo = L -+ Yoj 4 Zok. Fie a(l, m, n) un vector nenul din V, 
şi D o dreaptă care trece prin M, şi are direcţia lui a (fig. 23). Punctul 
M(z, y, 2) aparţine dreptei D determinată de M, şi de a dacă şi numai 
dacă vectorii MM şi a sint coliniari, adică 


(F — Fa) X ã = 0. 


Această ecuaţie în V, se numeşte ecuația vectorială a dreptei definită 
de un punct şi o direcție. Vectorul a(l, m, n) # 0, care dă direcţia dreptei D, 
se numește vector director, iar coordonatele sale l, m, n se numesc parametrii 
directori ai dreptei. Evident orice vector kā, k 0 joacă același rol ca d. 

Coliniaritatea vectorilor 7 — F şi a se pune în evidenţă și prin relaţia 
P—To=ta, te R sau 


F = Fo + tā, te R. 
Această ecuaţie vectorială este echivalentă cu trei ecuații în [IR?, 
æ = Ly + tl, Y = Yo tM, z =Z + tn, telR 


numite ecuațiile parametrice ale dreptei D. Aceste ecuații se pot înlocui 
cu două ecuaţii carteziene în R?, 


cu convenţia că dacă un numitor este nul, atunci numărătorul respectiv 
trebuie egalat cu zero. 


Observație. Deoarece_â(l, m, n) #0(0, 0, 0), cel mult două dintre numerele l, m, n 
se pot anula. 


1) Dacă l= 0, mn #0, atunci ecuațiile carteziene sint echivalente cu 


J — i _72—% 


Z = Ty 


m n 


şi reprezintă o dreaptă paralelă cu planul yOz. 
2) Dacă l= m = 0, n 0, atunci ecuaţiile carteziene se reduc la 


T= To Y = Yo 
și reprezintă o dreaptă paralelă cu Oz. 
2.2. Dreapta deierminată de două puncte. Două puncte distincte M,(a, 


Ya, 20) Și Ma(22 Yo 22) determină o dreaptă D şi numai una. Pentru a scrie 
ecuaţiile acestei drepte ne folosim de cazul precedent ; anume vom considera 
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Fig. 24 Fig. 25 


dreapta ca fiind determinată de punctul M, şi de vectorul director a 
—— 
reprezentat de M M, (fig. 24). Astfel ecuaţiile carteziene ale dreptei D sînt 


2.3. Dreapta orientată. Fie D o dreaptă în spațiu. Pe D se pot stabili 
două sensuri de parcurs, corespondente relațiilor de ordine pe mulţimea 
punctelor dreptei, pe care convenim să le notăm cu (+) şi (—). O dreaptă 
D împreună cu o alegere a unui sens de parcurs se numeşte dreaptă orientată. 

Dacă a este vectorul director al unei drepte D, atunci se acceptă ca 
sens pozitiv pe D sensul vectorului director a şi vom nota acest sens cu +. 
Acest lucru va fi admis în continuare. 

Fie Mye D, în ipotezele făcute mulțimea 


D' = (M|MM = kā, k > 0} 
se numeşte partea pozitivă a lui D, iar mulțimea 


D” = {M| M,M = sa, 8 < 0} 


se numeşte partea negativă a lui D. 

Axele de coordonate Ov, Oy, Oz sînt exemple de drepte orientate. Dacă 
O este originea, atunci {M|OM = ti, t > 0) este semiaxa pozitivă Oz, 
iar (M|OM = ti, i < 0} este semiaxa negativă Oz. 


Vectorului director 4#0 al dreptei D i se poate ataşa versorul € = eT 

a 

numit versor director sau directie orientată. Prin urmare dreapta D 
poate fi exprimată în forma 


D = {M| M, = tē, te R} 


Versorul director e formează cu axele de coordonate unghiurile «, 6, Y, 
numite unghiuri directoare ale dreptei D (fig. 25). 


Coordonatele lui_e_se numesc cosinusurile directoare ale dreptei D. 
Putem scrie € = (€, iji + (e, 3)j -+ (e, E)k sau 


& = cosai -+ cosfj + cosyk 
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Întrucît ||e|| = 1, rezultă cos?« -+ cos? + 
+ cos2y = 1. 


2.4. Unghiul dintre două drepte orientate. 
Fie D, şi D, două drepte orientate prin 
vectorii directori d şi b. Prin unghiul din- 
tre dreptele orientate D, şi De vom înţelege 
unghiul dintre a şi b, adică unghiul definit 
prin 


= Fig. 26 


Constatăm echivalențele : 


(i) Dı -L D, dacă şi numai dacă 


(4, 
(îi) D, |D, dacă şi numai dacă a 


xg Qi 
o 
I 


§ 3. Planul! în spațiu 


Un plan în spațiu este determinat de condiții geometrice ca : trei puncte 
necoliniare, două drepte concurente, două drepte paralele, o dreaptă 
şi un punct exterior dreptei, un punct și un vector normal la plan. 

Ne propunem să stabilim ecuaţia planului sub formă vectorială sau 
carteziană, impunind anumite condiții geometrice care-l determină. 


3.1. Planul determinat de un punct și un vector normal nenul. Fiind dată 


o dreaptă D = (N| MN = în, te [R} care trece prin punctul M, şi care 
are direcţia vectorului n, există un singur plan P perpendicular pe D 
în My (fig. 26). 

Me P dacă şi numai dacă MM Ln. De aceea planul P este mulţimea 


P = {M (HM, n) =0}. 


Dreapta D se numeşte normala la plan, vectorul nenul n se numeşte 
vectorul normal al planului, punctul JM care poate genera planul îl vom numi 
punct curent. 

Dacă Mo(zo; Yos 2o), M(z, y, 2) şi n = (a, b, c), atunci M, M = (a— zoi+ 
+ (y — Yo)j -+ (2 — 29)k; condiţia de ortogonalitate a vectorilor MM 
şi n scrisă în coordonate este 


AZ — 29) + b(y — Yo) + 0(2—20) = 0, 


numită ecuaţia cavteziană a planului ce trece prin My şi este perpendicular 
pe n. 

Dacă preluerăm membrul stîng al ecuaţiei de mai sus și notăm aa + 
+ byo + Czo = —d, obținem as +by +ez +d = 0. 

Reciproc, să arătăm că orice ecuație de forma aw + by +ez +d = 0 
reprezintă un plan, dacă prin ipoteză a,b,c nu se anulează simultan. 
Într-adevăr dacă (Xo, Yos Zo) este o soluție a ecuației anterioare, atunci 
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ato -byo + Co +d=0 ne dă d = —a8y —bYo— 029 
şi reînlocuind obținem a(w— 8) Hby —Y) +elz—z)= 0, 
care reprezintă ecuația unui plan ce conține punctul 
Mh(Lo Yo Zo) şi este perpendicular pe vectorul nenul 
(a, b, 0). 

Ecuația 


ax + by- cz+d=0 în R°, pentru care a? +b? 4c240, 
se numeşte ecuația carteziană generală a unui plan. 

Prin urmare un plan în spaţiu este nucleul unei funcţii liniar afine 
f: R?—> R, f(z, Yy, 2) =ar +by +e +d. 

3.2. Plane particulare. 1) Planul sOy are ecuația z = 0 și vectorul nor- 
mal k& = (0, 0, 1). Orice plan paralel cu z0y are ecuaţia z = c (fig. 27). 

Analog æ = 0 reprezintă ecuația planului yOz al cărui vector normal 
este î = (1,0,0). Un plan paralel cu yOz are ecuația æ = a. Ecuația 
planului xOz este y = 0; normala acestui plan are direcția = (0, 1, 0); 
un plan paralel cu yOz are ecuația y = b. 

2) Ecuațiile planelor perpendiculare pe planele de coordonate Oy, 
702,20 sînt respectiv as + by + d = 0, by +e +d = 0, av + ee +d =0. 

3) Ecuațiile planelor care trec prin axele de coordonate Ox, Oy, Oz 
sint respectiv by + cz = 0, ax +- cz = 0, ax + by = 0. 

4) Ecuația planului care trece prin origine este aw -by + cz = 0. 


Fig. 27 


3.3. Planul determinat de trei puncte necoliniare. Pentru a stabili ecuaţia 
planului determinat de punctele necoliniare M,(2; Ye zi), i = 1, 2, 3 (fig. 28) 
procedăm în felul următor : 

1) Folosim ecuația generală a planului și ecuaţiile obţinute prin înlo- 
cuirea coordonatelor punctelor M; în această ecuaţie 


ax + by -+oz+d=0 
axı + byi + ez: 4d =0, i=1,2,3. 


S-a obținut un sistem liniar omogen în necunoscutele a, b, c, d, cu soluții 
nebanale deoarece a, b,c nu se pot anula simultan. Condiţia care asigură 
acest lucru, 


1 

Vi Y fa 1| o, 
1 
1 


Ta Yz fa 
L3 Ya 23 
este ecuația carteziană a planului. Într-adevăr ecu- 
aţia de mai sus este o ecuație de gradul întîi în 
, Y, z Şi oricare dintre punctele (Va Yi 21), =L, 2, 3 
Fig. 28 o satisface. 


VA i 


Fig. 29 Fig. 30 


T 


Ca un caz particular putem găsi ecuația planului prin tăieturi (fig. 29). 
înlocuind coordonatele punctelor A(a, 0, 0), B(0, b, 0), 0(0, 0, c) în ecuaţia 


de mai sus, găsim Z +2 —1 =p; 
a b G 


De asemenea ecuaţia carteziană a planului determinat de punctele 
M, i = 1, 2, 3 ne ajută să stabilim condiţia de coplanaritate a patru puncte 
din spaţiu. 

2) Fie M un punct care poate genera planul, al cărui vector de poziție 
este OM =F = i +y) -+zk. Obţinem ecuaţia vectorială a planului P 
impunînd condiția de coplanaritate a vectorilor M,M, M, Ma, M, M3, 
adică (M,M, M,M, x M, M) =0. Dacă Mifi) Ti = mi Hyj + zik 
relația de mai sus este echivalentă cu ecuația vectorială 


(7 — Fi (Pa — 41) X (a — 71) = 0 
sau 
g — a YM 2—a 


Ba — tı Ya— Yı 2a — 2| = 


Lz — Tı Yz — Yı 23—23 


Am obținut ecuația carteziană a planului determinat de trei puncte 
necoliniare, ecuație echivalentă cu cea de la 1). 


3.4. Planul determinat de un punct şi doi vectori necoliniari. Fie u = 
= (li, în n) ŞI V = (la Ma, ha) doi vectori necoliniari, adică xv # 0 
și un punct cunoscut Mọ. Cele trei elemente M,, u, 2 determină un plan 
unice P (fig. 30). 


— go — .. = : 
Construim reprezentanţii vectorilor u şi v ca fiind M,M,, respectiv 


— 
M.M, Un punct Me IE, aparţine planului dacă şi numai dacă vectorii 


MM, MM, MM, sînt coplanari. Coplanaritatea acestor vectori o ex- 
primăm astfel : 

1) MM =ru+so; scrisă în coordonate, această relaţie vectorială 
este echivalentă cu : 


D= o + rh + sl 
Y = Yo Hrm HSM r,selR 
2 = Zo + rni + 8ha 


numite ecuațiile parametrice ale planului P, iar r şi s se numesc parametri. 
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2) (MoM,u X9)=0; scrisă în coordonate această ecuaţie vectorială 
conduce la ecuația carteziană 


T — Lo Y — Yo 2 — zo 
L Mai Ni = 0. 
la Mg Ng 


Precizăm că toate ecuațiile carteziene obținute pentru plan sînt echi- 
valente cu ecuația generală a planului az + by + ez +d = 0. Se observă 
că un plan depinde de patru parametri neesențiali a, b, c, d și trei parametri 
esențiali. Dacă a z 0, atunci cei trei parametri esenţiali sînt de de 

da a 


De asemenea precizăm că indiferent de forma ecuaţiei carteziene a 
planului, coeficienţii lui w, y, 2 reprezintă coordonatele vectorului normal 
n. Vectorul normal este unic pentru un plan dat, abstracţie făcînd de un 
factor scalar nenul. 

Ecuațiile normalei la plan care trece prin Me sînt (fig. 26) 


& — Po __U — Yo __ 2 — 20 
a b e 


3.5. Plan orientat. Referitor la un plan în spaţiu sînt evidente următoa- 
rele afirmaţii : 

1) planul are două feţe; 

2) elementul de bază în studiul planului în raport cu spaţiul este nor- 
mala ; 

3) alegerea unui sens pe normală este echivalentă cu alegerea unei 
fețe a planului ; 

4) alegerea unui sens de rotaţie în plan este echivalentă cu alegerea 
unui sens pe normală. 

Un plan P împreună cu o alegere a sensului pe normală se numeşte 
plan orientat (fig. 31). 

Evident este natural să alegem acel sens pe normală care să ne conducă, 
la o orientare a planului coerentă cu orientarea spaţiului. În continuare 
vom subînțelege o asemenea orientare. 

n aplicaţii, faţa care corespunde sensului ales pe normală se notează cu 
(+), iar faţa opusă cu (—). 
Evident planele de coordonate xOy, yOz, 20% sînt plane orientate. 


P/A (2,4, z), A zG 


(z,, vf), t= 


F 
i 
| 
i 
7 H 


i | (2, Yz, ), tag 


Fig. 32 
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3.6. Semispaţii. Fie în spaţiu planul de ecuaţie 
P: f(x, y, 2) = ax +by +ez +4 = 0. 


Acest plan separă spațiul în două submulțimi convexe (fig. 32) 
I = {(x, y, 2)| fæ, 9,2) < 0}, I = {(2, y, 2) f2, Y, 2) > 0, 
InI =P, Iv H=R°. 
Pentru a dovedi această afirmație, fie (£o, Yo; Zo) E€ P și 
D: = gy tat, Y = Yo + bt, z = 2y + ct, te R 


normala la P în punctul considerat. Punctele lui D pot fi împărțite în 
trei submulțimi caracterizate respectiv prin t < 0, t = 0 și t > 0. Să ne 
închipuim Că (o, Yos 20) descrie pe P. Regiunea din spațiu măturată de 
semidreapta t < 0 este caracterizată prin f(x, y, 2) = (a? +b +e) <0 
şi o notăm cu I. Regiunea descrisă de semidreapta t > 0 o notăm prin 
II şi este caracterizată prin f(æ, y, 2) = (02 +b? +62) > 0. Problema 
convexităţii o lăsăm drept temă pentru cititor. 

Submulţimile I şi II se numesc semispații închise. 

Avind în vedere că funcţia f păstrează semn constant pentru punctele 
unui semispaţiu, pentru aflarea acestui semn este suficient să alegem un 
punct particular (£1, Yı, 21) şi să vedem ce semn are numărul f(2 Yy 2). 


3.7. Reuniunea și intersecția a două plane. Fie P, şi P, două plane de 
ecuații qs + by + 042 +d, = 0, respectiv apr + boy + 6z +-da=0. 
Atunci reuniunea celor două plane este mulțimea 


L = {(x, y, 2)l(ase +by +a + di)(aze + by +e + dz) = 0). 


Va, trebui să arătăm că P, U P, = L. Fie un punct (p,g,r)e Pi U Py 
adică (p, q, r)e P sau (p,q,r)e Pa, ceea ce este echivalent cu ap + bg + 
+ er + d, = 0 sau ap +b -koor +d, =0. În ambele cazuri (ap + 
bug Her + di)(asp +b + or +d) —0, deci (p,g,r)e L. De fapt 
am arătat că P, U P S L. 

invers, fie (p, q, r)e L, ceea ce este echivalent cu (ap +bg-her+ 
+ dap + bad + er d) = 0 şi deci cel puțin un factor este zero, 
-> ba ap +b +r +h = 0; rezultă (p, q,r)e P, S P, u P, Deci 

S P, U Po 

În final, go cele două incluziuni rezultă egalitatea 
L=P.uU 

pori AAA (vezi cap. 5 $3) că reuniunea a două plane 
reprezintă o cuadrică, degenerată. 

Presupunem că planele P, şi P} nu sint paralele sau 
confundate. Intersecţia P, N P, este o dreaptă (fig. 33) 
pe care o notăm cu D, ale cărei ecuaţii sînt 


(a +by +a +d = 0, “a b G | 
UHH + by i Ca? + da = 0 da bs Ca 


„rang | 
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Sistemul de ecuaţii liniare prin care este reprezentată dreapta D este 
simplu nedeterminat ; sistemul admite o infinitate simplă de soluţii care 
sînt toemai punctele dreptei. 

Un punct M, al dreptei D se obţine ca intersecţie a planelor P, şi P, 
cu unul din planele de coordonate sau cu un plan paralel cu unul din planele 
de coordonate. 

Direcţia dreptei D este dată de vectorul n, X na unde A(G buc), 
Palas ba €o). Astfel parametrii directori l, m, n, ai dreptei D sînt 


|ù a! 


l= |> 
|ba Ca | 


` la b anai E că 
Dacă presupunem că| 1 1| 0, atunci sistemul care dă ecuaţiile 


2 2 
dreptei ca intersecţie a două plane se reduce la 


z = az +p 
=b +4 


care sînt ecuaţii canonice ale dreptei D. 

Din aceste ecuații constatăm că o dreaptă în spațiu este exprimată 
cu ajutorul a două ecuații care depind de patru parametri esențiali a, b, p, q- 
Prin urmare pentru determinarea unei drepte sînt suficiente două condiții. 

Pentru a determina poziția relativă a unor drepte sau plane se alcă- 
tuieşte sistemul format de ecuațiile lor, se rezolvă algebric acest sistem 
şi se interpretează geometrie rezultatul. De asemenea precizăm că din 
punct de vedere topologic, dreptele şi planele sînt respectiv submulțimi 
închise în spațiu. 


3.8. Unghiul dintre două plane orientate. Fie planele P, şi P, avind 
ecuațiile qw + biy +62 + di = 0, respectiv aw + bay +e +d, = 0. 

Planele sint paralele dacă gi numai dacă vectorii normali (dy, bi, 6G); 
Naldo, Pa C2) sînt coliniari, adică n, X g = 0 sau (di bi 61) = klao, bos C2), 
ke R — {0} şi d, # d} Cele două ecuații reprezintă acelaşi plan dacă şi 
numai dacă (ai, bi, ca.) = k(az, Da, C2), ke R — {0} şi d, = kdo. 

Două plane neparalele şi neconfundate se intersectează după o dreaptă 
D şi determină un unghi diedru (fig. 34). 

Unghiul diedru format de cele două plane este măsurat prin unghiul 
plan ọ, care se obţine secționînd planele P, și P, cu un plan P, perpendi- 
cular pe D. Prin definiție unghiul diedru dintre cele două plane este unghiul 
dintre cei doi vectori normali n, Și na, determi- 
nat prin 


(75 a) aag bibot 0102 
coso = CS Tu E ip Ae x a 
na) laal Varia Yah 
ge [0,z]. 


În particular planele P, şi P, sînt perpen- 
diculare dacă şi numai dacă (nj, n) = 0 sau 
în coordonate Ma + biba + cz = 0. 
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Folosind produsul scalar al vectorilor n și MM 
găsim 


a(29— 2) + b(yo — Y) + elz — 2) = 


= 4 Va p d(M;P). 


Deoarece M,e P rezultă axı + by, + cz + d = 0. 
Fig. 37 Înlocuim în relația de sus şi obținem 


â(M,; P) = |azo + byo + Cot d] 
m O Vat Fe 


4.3. Unghiul dintre o dreaptă orientată şi un plan orientat. Presupunem 
că dreapta D intersectează planul P (fig. 37). Fie D’ proiecția dreptei D 
pe planul P. Unghiul căutat este unghiul dintre dreapta D şi D’. Întrucît 
vectorul director al dreptei D’ este mai greu de găsit, vom calcula unghiul 


complementar cos E — ?) = m a) 
2 lal lal 
L h 
sin o al i bm +- en 


Verve [PF m? Fn 


Dreapta este paralelă cu planul sau D c P dacă şi numai dacă (n, a) = 0 
sau al + bm + en = 0. _ 

Dreapta este perpendiculară pe plan dacă și numai dacă pxa=—0 
sau (a, b, c) = k(l, m, n), ke R — {0}. 


4.4. Perpendiculara comună a două drepte oarecare din spaţiu. Două 
drepte din spațiu pot fi confundate, paralele, concurente sau oarecare. 
Pentru două drepte D, şi D, care admit pe a,, respectiv a. ca vectori direc- 
tori, există o direcție normală comună unică dacă şi numai dacă dreptele 
D, şi D, sînt oarecare sau concurente. În acest caz există o dreaptă şi 
numai una care se sprijină simultan pe cele două drepte avind direcția 
n = da X Ga (fig. 38) numită perpendiculara comună a dreptelor D, şi Da. 

Pentru a stabili ecuaţiile perpendicularei comune D, observăm că 
această dreaptă apare ca intersecţia a două plane : planul P,, care conţine 
pe D, şi n şi planul P, care conţine pe D 
şi n. Presupunind că dreptele D, şi D, trec 
respectiv prin punctele M, şi M, şi că N este 
punctul curent în P, iar M este punctul 
curent în P, ecuaţiile perpendicularei comune 
sînt 


= 4.X1)=0 
(MM, X n) =0. 
4.5. Distanţa dintre două drepte. Fie două 


drepte D, şi D, descrise respectiv de puncte- 
le M şi N. Numărul inf d(M, N) se numeşte 
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3.9. Fascicule de plane. În 3.7 am văzut cum se poate cerceta o dreaptă 
determinată de intersecţia a două plane. Reciproc, dacă se dă o dreaptă, 
atunci prin ea trec o infinitate de plane. 

Mulțimea tuturor planelor care trec printr-o dreaptă dată D se numeşte. 
fascicul de plane. Dreapta D se numeşte ara fasciculului. 

Considerăm  planele de ecuaţii Pav +ihy +r + =0 şi 
P, : ax -+ bay -+ cez + d, = 0 care determină dreapta D (fig. 33). Deoarece: 
orice vector nenul n perpendicular pe D se scrie în forma n = Tny -+ Shas 
rT? +$? Æ 0, rezultă că ecuația unui plan oarecare din fasciculul de axă D 
are ecuația 


r(a +by +z +d) +s + boy -+e +d) =0, 7r24+s270. 
Mulțimea planelor de forma 
as by rez += 0 


se numeşte fascicul de plane paralele. 
Folosind fasciculele de plane putem justifica şi pe această cale ecuațiile- 
planelor particulare din 3.2. Astfel ştiind că axa absciselor este 


Oz: 19 t ecuația unui plan care trece prin Os este by + cz = 0, 


2 = 
iar ecuaţia unui plan paralel cu acesta este by +oz +d=0 ete... 


§4. Probleme asupra dreptei și planului 
— gr 


4.1. Distanta de la un punct la o dreaptă. Fie dreapta D de ecuaţii 


— 2—2 ü Y . . 
SEE unii. ( POE coma ; această dreaptă conţine punctul Mo(2o; Yos Zo) şi are 
m n 


vectorul director a(l, m, n). Fie A un punct din E, şi A’ proiecția sa 
pe dreapta D (fig. 35). Lungimea segmentului [AA'] este distanța de la 
punctul A la dreapta D şi se notează d(A ; D). Din formula care dă aria 


paralelogramului construit pe reprezentanții vectorilor a;şi M,A obţinem 


a x M,A || 
aca ;D) = EXMA] 

= a 

4.2. Distanța de la un punct la un plan. Fie planul P de ecuaţie as + 
+ by + cz + d = 0, al cărui vector normal este n(a, b, c). Fie Milos Yos 20) 
un punct din [E, exterior planului şi fie M,(£1, Yı 241) proiecția lui M, 
pe planul P (fig. 36). Lungimea || M,M,|| este distanța de la punctul Me 
la planul P şi se notează cu d( M5; 
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distanța dintre dreptele D, şi D, şi se notează 
cu d(D,; D2). Din considerente geometrice 
rezultă că d(D, ; D.) se află astfel : 

1) dacă dreptele D, și D, sînt concurente, 
atunci d(D,, Da) = 0; 

2) dacă D,||D;, atunci prin M, € D, se duce 
un plan perpendicular pe D, care taie pe D, 
în N, și avem d(D,; Da) = A( Mo, No); ie ze 

3) dacă D, și Da sint oarecare, d(D, ; D2)= Fig. 39 
= || AB ||, punctele A şi B fiind pe perpen- 
diculara comună D (fig. 38). 

Această distanță se mai poate afla astfel: prin dreapta D, ducem un 
plan P paralel cu dreapta D, Atunci d(D,; D2) = d( M3; P), unde M, 
este un punct cunoscut al dreptei D,. Figura 39 arată că această distanță 
este lungimea înălțimii paralelipipedului construit pe vectorii M, Mg, 4, g- 
Din semnificația produsului mixt rezultă 


|(W, M, aa X &)| . 


AD; De) = a X asi] 


§5. Probleme 


1. Să se figureze punctele A(5, 0, 0), B(0, — 2,0), C(0, 0,3), D(— 3, 2, 0), E(0, — 1, —4), 
F(2, 0, 4), G(3,— 5,8) și să se scrie expresia vectorului de poziţie al punctului G fată de 
reperul cartezian {0; i, j, k} 

2. Fie D, şi Da două drepte paralele respectiv cu vectorii (1, 0, 1) și (— 1, 1, 2). Să se scrie 


ecuațiile parametrice ale unei drepte perpendiculare simultan pe D,, D, și care trece prin 
punctul (2, 3, 0). 


3. Se consideră punctele A(1, 3, 0), B(3, — 2, 1), C(«, 1, — 3), D(7, — 2, 3). Să se determine 
a astfel încît punctele să fie coplanare ; pentru a astfel găsit, să se scrie ecuația carteziană a 
planului determinat de ele. 


4, Să se scrie ecuația planului care trece prin punctul Mo(— 1, 3, 3) și conţine dreapta D,. 


z+ 2 3z—1=0 z—4 2 z+1 
ES a „OD e e E DEE 
2r— y— z—3=0 1 0 2 
y = —1 +t z=1 + 3t, tE R. 
z—1 +2 z z z 
5. Să se calculeze unghiul dintre dreptele D,: SEE AE E A, E RE 
—1 4 1 —1 4 1 


şi să se scrie ecuația planului determinat de aceste drepte. 


6. Se dau punctele A(1, 3, 2) B(— 1,2, 1), C(0,1,— 1), D(2, 0, — 1) şi planul P: 2% + 
+y —z—1 = 0. Să se stabilească care dintre ele se găsesc de aceeași parte cu originea 
axelor de coordonate față de planul dat. 


z 
7, Să se scrie ecuaţiile perpendicularei comune dreptelor D,: =— = — a 
—1 4 1 


D;: —=— = și să se calculeze distanţa dintre ele. 
1 2 
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© — 
8. Fie dreptele D : —— = —- = — , D: —— = — = —. 
2 


1) să se determine « astfel încît dreptele D, și Da să fie concurente ; 
2) să se scrie ecuaţia planului P determinat de aceste drepte; 
3) să se calculeze d(M; P), unde Mg(5, — 4,1). 


Capitolul 3 
SCHIMBĂRI DE REPERE CARTEZIENE 


Mulțimea izometriilor formează un grup, cu ajutorul căruia introducem 
în spaţiul punctual [E noţiunea de congruență a figurilor. Izometriile de 
bază sînt rotația, simetria în raport cu un plan, simetria în raport cu un 
punct și translația. 

Rotaţia şi simetriile se mai numesc transformări ortogonale ; ele sint 
aplicaţii liniare date prin matrice ortogonale. 

Orice izometrie este de forma 7=—7e0, unde 7 este o translație, iar 0 
este o transformare ortogonală. 

Fie J = Ze 0 o izometrie determinată de reperele R = {0 ; i, ĵ, k} şi 
R' ={0; i,j’, k}. Izometria J se numeşte pozitivă (deplasare) dacă baza 
40,7, TY este orientată pozitiv şi negativă (antideplasare) în caz contrar. 

Principalele izometrii pozitive sînt translaţiile şi rotaţiile, iar princi- 
palele izometrii negative sint simetria în raport cu un plan şi simetria în 
raport cu un punct. 


ŞI. Translaţia 


Translaţia unui sistem de axe de coordonate Owyz este deplasarea siste- 
mului astfel ca axele noului sistem 0'a'y'2' să rămînă paralele cu axele 
vechi şi de același sens (fig. 40). 

Prin urmare reperul (0 ; i, j, 3; supus translației 7 devine (0'; î', J , 3 
“unde O'(a, b, c) şi O' = 7 (0), © = F (i) = i, f! = 7 (f) = j, k' = F (k) = k. 

Ne propunem să stabilim relațiile între coor donatele æ, Y, z ale punctului 
M raportat la sistemul Ozyz şi coordonatele v’, y’, z ale aceluiași punct 
“raportat la sistemul translatat O'w'y'z'. 

Se observă că OM = 00'+ 0'M. Scrisă 
în coordonate, această relaţie vectorială 
devine 


zi + yj +25 = ai + bj + ek ++ 
+ ai + yj + e'h, 


y' 
ze T de unde 
Fig. 40 g = g — a, Y = ya, [=m 


Scrierea matriceală a acestor relații este i 


Yiz yz) 
1 0 0 [* fa -4 fs M(ziyiz!) 
K J 


Pra 
wl|=|o 10 |-| 


g' 0 0 1jiz] (Le 


Evident, translaţia este o izometrie pozitivă. Fig. 41 
Caz particular. Translația in planul xOy este dată 
de relațiile 


z' =g — a, Y =Y a 


§2. Rotaţia 


Fie în [E două repere carteziene {O ; î, 3, b}, {0 ; i, j', k care au originea 
comună O (fig. 41). Cunoscind coordonatele versorilor 4', ĵ', £’ față de baza 
{i, j, k} şi coordonatele (x, y, z) ale punctului M în raport cu primul reper, 
ne propunem să găsim coordonatele %', y',z' ale lui M în raport cu al 
doilea reper. 

Observăm că o asemenea schimbare de repere în (E, este echivalentă cu 
trecerea de la baza ortonormată {i, , k} la baza ortonormată (î,j', k') 
din Vs. 

În baza rezultatelor anterioare avem 


T = 0(î) =, + (t, Dj + (Ñ, E)E 
[i — 0() == (Js ai + 3”, îj + F’, bjk 
k' = O(h) = (k', iji + Gh, Îi + Gh, E)E. 


Notăm au = (T, 3), aa > (7, j) > E, E), du = (5,2) ax = 05), 
si = (J's k), ana = (4,2 aaa = (7), axa = (kk) $ 


rd. 


Matricea A este matricea de trecere de la baza (i, j, E) la baza {i', j', k) 
şi este o matrice ortogonală. Într-adevăr 7, 7”, k' fiind versori (coordonatele 
lor sînt cosinusuri directoare) reciproc ortogonali, deducem AtA =I. 
Ultima relație implică (det A)(det! A) = 1, deci (det A)? = 1, adică det A = 
= +1. De aceea relația AʻA = I este echivalentă cu tA = A-L. 

Rezultă că trecerea de la baza ortonormată (i, j, &) la baza ortonormată 
(î', ]', k se face cu ajutorul matricei ortogonale A, iar trecerea inversă 
se face cu 


“17 


Pentru a stabili relaţia de legătură între coordonatele v, y, 2 ale punetu- 
lui M raportat la sistemul Ozyz şi coordonatele w’, y’ 2’ ale aceluiași 
punct raportat la sistemul rotit Oa'y'2', observăm că OM = OM sau echi- 
valent æi + yj + zk = ai + yj -+ a'h'. De aceea 


æ f Gua @ agli fe & ai 

Y |=| 3a ax ajy | sau ly| = Ally! 

~ FA | E , 
i7 (a (32 Gas] [7 z 2 


Invers, avem 


X g 
y |='4]|y 
w A 


Aceste relații caracterizează o izometrie care păstrează originea. O 
astfel de izometrie dată de relațiile de mai sus se mai numeşte transfor- 
mare ortogonală şi se notează, cu 0. Deoarece (',j' X k') = det A, rezultă, 
că o asemenea izometrie este pozitivă dacă det A = + 1 (rotaţie) și nega- 
tivă dacă, det A = —1(rotație și simetrie). 


Exemple. 1) Rotaţia în jurul lui Oz. În reperul cartezian (0; î,f, k) 
considerăm rotația Z de axă Oz şi de unghi 9 (fig. 42). 
Din figură rezultă 


i = 2(i) = i cos9 +3 sin0 
J = 2(j) = —isin0 + j cos 
k' = Ak) = k. 
Astfel din relația v't’ + yj' + ab = gi + yj + zk, găsim 
æ = g'cosð — y'sind 


2:1y = a'sin0 + y'cosB 


a=a, 
N sa Evident determinantul matricei lui Z este +1 şi deci 
PN 7 EZ „ 2 este o izometrie pozitivă. 
MA “zZ Împarticularo rotație în planul sOy, de unghi 6, în 
pi jurul originii este caracterizată prin 
/ æ = a'eos0 — y'sind 
Fig. 42 y = &'sind + y'cosb. 
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Fig. 43 


Dintre izometriile în plan reținem roto-translația (fig. 43) caracterizată 
prin 
æ = a'eos8 — y'sin6 + a 
y = x'sin0 + y'cosð -+ b. 


2) Simetria faţă de un plan. Fie reperul ortonormat {0 ; i,j, E} şi F 
simetria (fig. 44) în raport cu planul (O ; ¿, j). 


Astfel, din si + yj + zk = pi + y'f + z'k', găsim 


fir =g, Y =Y, IM 
sau scris matriceal 
zi 1 0 olig 
y |= 0 1 0 y’ 
2 0 —1 a 


Determinantul matricei lui Z este —1 și deci Z este o izometrie negativă. 


§3. Probleme 


1, Fie reperul cartezian Oxyz faţă de care considerăm punctele A(3, 0, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 6). 
Construim sistemul rotit Oz'y'z' astfel: O7’ are direcţia și sensul înălțimii 00” a tetraedrului 
OABC; Oy’ este paralelă cu O'A’, unde A’ este piciorul înălțimii dusă din A’ în triun- 
ghiul ABC, iar axa Oz” este astfel aleasă încît sistemul Oz'y'z' să fie orientat pozitiv. 

Să se scrie matricea rotației și să se determine direcția invariantă (subspaţiul propriu real 
unidimensional) față de această rotaţie. 

2. Se consideră dreapta D : d == are . Fie i” versorul director al dreptei D. Fie J’ 

1 — 2 
un versor perpendicular pe D care aparţine planului yOz, iar &' versorul ales astfel încît 
i, J's K'} să fie o bază ortonormată. 
Să se stabilească formulele de schimbare a bazei și să se compare orientările celor două baze. 
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Capitolul 4 
CONICE 
§1. Noţiuni generale 


Fie IE, spațiul punctual euclidian real bidimensional raportat la un 
reper cartezian {0 ; t, j} și fie g:[E> — R forma pătratică afină definită 
prin 

JCE, Y) = nt? + ant + aY? + Dao + aY + toos 
ai + aia + aa = 0. 
1.1. Definitie. Mulțimea de nivel constant zero 
T= 9110) = (M(a, y) | (x, y) e R?, g(x, y) = 0) 
se numește conică sau curbă algebrică de ordinul al doilea. Se notează 
T:9(z,y)=0. 


Tabelul 1 
Cerc Flipsă /liperboia 
Sg £ 
> ie 
2 2 y? 
f £- 2-10 
Pereche 
holà Pereche 
namina de drapte concurente de drepte paralele 
2 y? 72.220 
£ = sd 
y 2 = 2 pr 37 — r4 = 0 
Pereche Multime Mulțimea vidă 
de drepte confundate cu un Singur element 
| . A 
p 2 2 
Pa EA, Zi 9, +1=0 sau 
ra 2=0 32 b 3 3 b 
xz?+a?=0 
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Din punct de vedere topologice, conicele sînt mulțimi închise în plan 
deoarece 10) este o mulţime închisă în R, T = 91(0) şi g este o funcție 
continuă. 

Una dintre problemele importante ale geometriei analitice este de a 
dovedi că orice conică este congrmentă cu una dintre următoarele 
mulțimi : cerc, elipsă, hiperbolă, parabolă, pereche de drepte, mulțime 
care conţine un singur punct sau mulțimea vidă (tabelul 1). 

Rezolvarea problemei menţionate o vom face în două variante: fie 
folosind schimbarea, axelor de coordonate, fie folosind elemente din teoria 
formelor pătratice. 

Utilizind rototranslaţia, realizăm trecerea de la reperul cartezian (0 ;1,3) 
la un reper adecvat orientat pozitiv (numit reper canonic sau natural) 
față de care ecuaţia g(r, y) = 0 să aibă forma cea mai simplă posibilă, 
numită ecuația canonică sau redusă. 

După cum vom vedea ulterior, în discuţie intervin următoarele numere 
ataşate polinomului g(x, y), 


Aa Qiz Cp 


| t dia j 
A = |an A 20 =| ” I = aut da 


Qo Qoa oo 
dis = Az Aio = Ao (ao = Aoz- 


Prin trecerea de la reperul {0 ; i, 7) la reperul canonic, polinomul g(x, y) 
se schimbă în g'(x’, y’). Se poate arăta că numerele A’, ă', I' ataşate poli- 
nomului g' sînt respectiv egale cu numerele A, 3, I. De aceea A, ð, I se 
numesc invariantii metrici ai conicei. 


§2. Centrul unei conice 


Există conice T : g(x,y) = 0 care admit un centru de simetrie. Acesta 
este de fapt originea reperului canonic. Pentru a găsi relațiile ce conduc 
direct la centrul unei conice, efectuăm translația 


z = go H 8, Y= Y ty. 


Ecuația conicei fată de sistemul translatat în O(£os Yo) va fi glas +a’, 
Yo +4) = 0. Aplicind formula Taylor, această ecuație se transcrie 


1 / , 3g , ôg 1 ( r2 029 
2 {o — —— — [g $ 
g ns iri Pg +y a azi T 


a2 32 
r 2 [i o g 1 a = 0 
g 22000 că vă i 
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unde 
ô ĝ 
Pa = Da + Zay 4 210 a = 2a + 2022Y + 220 


2 2 2 
ză = 2 09 = 22 a A = 2da 
ôg? ôxõy y? 


Punctele (2, y’) şi (—a', —y') sînt simultan pe curba T dacă şi numai 


dacă punctul (so, Yọ) satisface relaţiile 


ôg ôg ôg ôg 
5 = A (o Yo) = 0 —— = (20, Yo) =0. 
am ba (2o; Yo) i ya ay | o Yo 


De aceea dacă conica F are centru, atunci coordonatele sale sînt în 
mod necesar soluţia sistemului 


1 ôg 
= Cast + ao) + do = 0 


2 ôx 


9g 


` 


= at + Goo + doo =0. 


eu o] = 
3 (a — Cage 


| Goa Wa 


Dacă ô 3 0, atunci sistemul are soluţie unică şi deci T’ admite centru 
de simetrie (cere, elipsă, hiperbolă, pereche de drepte concurente, punct). 
n acest caz, ecuația conicei redusă la centru este apg’? + 2ti8'y' + agy? + 


+ go Yo) =0. B 

Semnificaţia invariantului A. Ne propunem să determinăm constanta 
I(2o Yo) pentru 5 + 0. Putem scrie g(220; Yo) = Lo tuLo + dojo + 039) + 
= Vo(da2o H azYo + 20) + Molo + AzYo + dop = 0. Rezultă gso Yo) = 


= doo + AY F oo: 
Sistemul 
Anto + MaYa + do = 0 
Qato -F aaYo -H O2 = 0 
Qioto + zoo oo — I(Los Yo) = 0, 
de trei ecuații cu două necunoscute este compatibil dacă determinantul 


caracteristic este nul, adică 
Q Qiz — io 


ao aa — (oo 


ao Qoz —(aoo — Iho; Yo)) 
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Acesta se mai poate scrie 


Qi Qiz Cho Oa Qiz 0 
—| Ga Q Golla Az 0 = 0, 
| Qo Qoz Qoo Go aoz ILo Yo) 


de unde g(2o Yo) = = i 


Astfel ecuația redusă la centru este 


= 0. 


A 
Lă 
ant? + aaa + aa? + 5 


Dacă A = 0, ecuația redusă devine 
aut’? + 200'Y + aay? = 0. 


În cazul 5 < 0, această ecuație reprezintă două drepte care trec prin 
centrul conicei. În cazul 3 >0, ecuația reprezintă mulțimea {(0, 0)}. 
Prin urmare, dacă 3 + 0, A = 0, conica este degenerată în două drepte 
sau într-un punct; dacă A # 0, conica este nedegenerată (cerc, elipsă, 
hiperbolă, parabolă, mulțime vidă). 


Observații. 1) Conica pentru care 3 > O (elipsă, mulțime vidă) se numește de gen eliptic. 
Conica pentru care 8 < 0 (hiperbolă, pereche de drepte concurente) se numește de gen hiperbolice. 
Conica pentru care 8 = 0 (parabola, drepte paralele sau confundate, mulțimea vidă) se numește 
de gen parabolic. 


2) Ecuația generală a unei coniee, g(x, y) = 0, conţine șase coeficienți G31, Ajos Q22, Ajos Cao» oo 
care se numesc parametri neesențiali. Prin împărţire cu unul (diferit de zero) se obțin cinci coeli- 
cienţi care se numesc parametri esenţiali. De aceea pentru determinarea unci conice sînt sufi- 
ciente cinci condiții (de exemplu conica să treacă prin cinci puncte). 


îs X2 an 2 
3) Dacă aj =0 și au = an = a Æ 0 și dacă E, +(*2) — < 0,atuneiT =. 
a a a 


tyo 2 a N? a a 
Dacă (>) + a %1 > 0, atunci I este un cerc cu centrul în c( == 2, — =) şi 
a a a a 


§3. Reducerea la forma canonică 
Fie conica 
D: an8? + 2au30y + aY? +20 + 230 + dop = 0. 


Pentru stabilirea ecuației canonice avem în vedere următoarele situații 
(i) Dacă a = 0, atunci se face o translație. 
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(ii) Dacă a+ 0, atunci se face mai întîi o rotaţie. În acest caz se poate 
proceda fie ea în 3.1, fie ca în 3.2. 


3.1. Metoda valorilor proprii. Tipul conicei de ecuaţie generală ang? + 
4- 2Y aa? +208 —+ 2a + dop = 0 este determinat de expresia 
termenilor de gradul doi, adică de forma pătratică ays? + 2aa30y 4 aggy’. 
Matriceal această formă pătratică se scrie 


[s y] | a = [z] ’ Qiz =S a: 
la @22 J LY 


DESREI . üu mala i sas ja 

Matricei simetrice | n = îi ataşăm ecuația caracteristică 
Qo Qoz 

Ma — A Pia 


| 
| = 0 sau àa? — Ià +ò =0 
LEN sal? 


ale cărei rădăcini à şi A, sînt reale şi distincte. Dacă 

1) à Şİ àz au semne contrare, adică 5 < 0, conica este gen hiperbolice ; 

2) A şi à, au acelaşi semn, adică è > 0, conica este gen eliptic ; 

3) una din rădăcini este zero, adică è == 0, conica este gen parabolic. 

Sistemele 

F — Mis -F ai = i 

Aoi T H- (Qa2 A A iUi = 
dau coordonatele vectorilor proprii (ur; 2) respectiv (ua, 02) care sint 
ortogonali. Vectorii proprii astfel găsiţi îi normăm și-i notăm cu €, res- 
pectiv ez. 

Fie R matricea formată cu coordonatele versorilor ĉj, $a aşezate pe 
coloane ; avind în vedere posibilitatea înlocuirii unuia dintre versorii 6, ês 
prin opusul său sau posibilitatea renumerotării valorilor proprii, putem 
presupune det R = +1. Rotaţia 


reduce forma pătratică la forma diagonală Mw’? -+- 17y'2. Versorii proprii 
ê, ĉo dau direcţiile noilor axe Oz, respectiv Oy. 
Prin rotația efectuată, ecuaţia, conicei devine 


YE? or Ay? + 2ano' + 2azy' + ao = 0. 
Restringem pătratele şi etectuăm o translație 
Aal Hae dop +a =0, 
Dacă notăm s” = @' +..., Y” =y4' +... obţinem ecuaţia canonică 
aw? + ay? +a [= O. 
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Exemplu. Să se reducă ecuaţia 
3x? — 4ry — 2x + 4y —3 = 0 


la forma canonică şi să se construiască conica corespunzătoare. 
Soluţie. Matricea formei pătratice 3x? — 4zy este 


3 —2 
=, 
Ecuația caracteristică a acestei matrice este 


gai 
= À 


=0 sau 32 — 3—4 =0. 


Rădăcinile ecuației caracteristice sînt valorile proprii à; = — 1 şi d = 4. 
Coordonatele (U, 04), ale vectorului propriu corespunzător lui 1, = — 1, constituie soluţia 
sistemului 4u, — 20, = 0, — 2u, + 0, = 0 adică (k, 2k), ke jR — {0}. Prin normalizare obținem 


1 2 š 2 1 
TE z) . Analog pentru ħ, = 4 găsim &, = (> — 15) . 


versorul propriu & = ( 


Deoarece 
1 2 
y5 y5 
det R = det = — 1 (rotație și simetrie), 
2 1 


Vs Vs 
pentru a avea numai rotaţie folosim unul din următoarele procedee. 
1) Renumerotăm 4 = da, d4 = d, de unde rezultă 2j = e, 2; = &. Rotaţia 


2 1 1 
—__— Asie a i = —— (2x + y’ 
z = 3 z z pe y’) 
= sau 
1 2 E 
y Eo y 


1 
y = (x + 2y’) 
y5 


E fe 


8 6 
conduce la 4g2?— y? —— vY + —y'— 3 = 0. Completăm pătratele în x şi y’ și găsim 


TE Sp 
tae 


3 
Efectuăm o translație a sistemului x'0y' în punctul C,| —s ~= j dată de t'=r”-+ — s 
y5 y5 y5 


3 
y' = y” + —. Obținem ecuația canonică a hiperbolei 


5 
g”2 +a 
Sa ei (0 
1 2 
2 


care are viriurile pe axa Cr”. 
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Pentru construcţie efectuăm o rotaţie a sistemului de axe zOy, Noile axe de coordonate 
Oz, Oy’ au direcţiile versorilor £4, respectiv è (fig. 45). 


2) Întrucît orice direcție în plan este caracterizată de perechi de numere reale proporționale, 
:convenim să luăm versorii E = —&, €% = ê, Rotaţia 


R i 2 
Eo ||” 
2 1 
y 


—— —— Yı 
E `f 
conduce la ecuația — zi + 4y? + 


—— Pi + — yı — 3 = 0. Direcţiile axelor de coordonate 

l ye 

Ox, Oy, sînt determinate de versorii ex, respectiv &%. Sistemul rotit este translatat în 
3 1 

af 


3 1 

— —— 3; — |> folosind formulele T; = ta + —, Y1 = Ya ——=. Obţinem forma ca- 
y5 y5 /5 

nonică a hiperbolei 


e ID S 
2 1 
Ci 


raportată la sistemul canonic Czy, (fig. 46). Hiperbola are virfurile pe C y2- 


3.2. Metoda roto-translaţiei. Matricea de trecere, R fiind o matrice orto- 
gonală, este matricea atașată unei rototranslații în raport cu o bază orto- 
normată. 


Teoremă. Dacă a, # 0, atunci unghiul 0 dat de ecuația (ui — 20): 
-sin 20 = 2@cos 20 determină o rotație în plan 


æ = g'cosð — y'sin 
y = x'sinð -+ y'cos6 
astfel încît în ecuaţia g'(2', 9”) 


0 coeficientul produsului z'y' se anulează 
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Demonstratie. Observăm că după efectuarea rotației ecuaţia g(z, y) = 0 
trece în g'(x’, y') = 0. Coeficientul lui z'y' din ultima ecuaţie este 


2diz = (äs — au) sin 20 -+ 2a,cos 20. 


Astfel teorema devine evidentă. 
Întrucît ecuaţia conicei obținută prin rotație nu conține termenul în 
æ'y'’, urmează să completăm pătratele dacă este cazul şi în urma unei 
tranșslaţii să obținem ecuaţia canonică. 
'Teoremele care se pot formula relativ la reducerea la forma canonică; 


se rezumă prin tabelul 2. 


Condiţii 
5î>0 
5=0 

A=0 
5<0 
| 
| Ssu IA <0 
| IA > 0 
A 
| #0 = 
| <0 
| 
| 


Curba 


T = {(£o Yo} 
T = D, U Da unde D, 


și D, sint drepte paralele 
sau confundate, sau D= 


T = D, U Dọ„ unde D, 

şi D, sint drepte concu- 

rente. I = 0=D, | D, 
elipsă 
T=0 
parabolă 


hiperbolă 
I = 0 =hiperbolă echilateră 


Tabelul 2 


|, 


i 

Ce transformare se face pentru ; 
a găsi ecuația canonică | 

| 

| 

| 

| 


Dacă a =0, atunci se 
face o translație. 


Dacă ə Æ 0, atunci se 
face mai întii rotația 


f£ =g cosĝð— y’ sin 0 

| 
y = x sin0 +y’ cos? | 
unde 0 este unghiul deter-| 
minat de ecuația (an zal 
az) sin 20 = 2a, cos 29; 


După  aceca, dacă este! 
cazul, se face o translație 


Exemplu. Să se stabilească natura și genul conicei 


T : 92? — 6zy + y? + 20x = 0, 


Să se reducă ecuația la forma canonică folosind metoda roto-translației și să se construiască 


conica T. 
Soluţie. Calculăm invarianții 


9 —3 


Astfel T este o parabolă. 


0 


10 
9 
o|=—a00, a=| 
|—3 
0 


Fig. 47 Fig. 48 


Întrucit a + 0, efectuăm o rotaţie al cărei unghi 9 este soluţia ecuaţiei (a; — azg) sin 20 — 
— 2azacos 20 = 0. Pentru conica dată, ecuația devine 3tg?0— 8tg 0 — 3 = 0, cu soluțiile 


1 
tg 6, = 3, ts04=——.: 
3 


3 1 
Pentru tg 0, = 3 obţinem sin 0 = —— și cos 0 = —— ;formulele care dau rotația sistemului 
y 10 y 10 


1 1 
xOy sînt t = —— (x — 3y’), y = —— (32 + y’). 
10 y10 


Faţă de sistemul rotit xOy’, ecuația conicei devine 


2 
y? + — r — — y =0. 


ja” fa 


3 N2 9 2 
Completăm pătratele și obținem ( y —— | = — — —— v. Efectuăm translația, r= x, 
Jo) 10 yio 
2 
Ar (fig. 47). 
10 


i ; 
y’ = y” + — Și găsim ecuația canonică a parabolei y”? = — 
10 ļ 10 


1 T 3 
Pentru tg 0, = — — obținem sin 0 = —— ṣi cos 0 = ———. Ecuația conicei devine 
3 ļ 10 y 10 


2 
x = r + — 
io yio 


Completăm pătratele, efectuăm translația 


1 1 
y' = 0 prin rotația x = —— (— 3x — y’), y = —— (x — 3y’). 
10 ET 
3 
D= + = 
y10 
y’ = y” 


r = 


9 
şi găsim ecuația canonică r”? = Tio y” + —- a parabolei (fig. 48) raportată la sistemul cano- 
10 10 


nic obținut prin roto-translație. 
§4. Intersecţia dintre o dreaptă și o conică 


Fie D o dreaptă de ecuații parametrice 
z = to +t, Y = Yo + mt, te R, 
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şi T o conică de ecuaţie carteziană implicită g(x, y) = 0. Intersecţia D nT 
corespunde rădăcinilor ġ şi t în [R ale ecuaţiei 


A 9 9 
(1) Poll, m) +t (= + m S2) + (zu Yo) = 0, 


To Yo 


„0 
unde (1, m) = aul? + 2auolm + aasm2. În cele ce urmează notăm a (Los 
z 


29 
Yo) = Ira — (To Yo) = Ir- 
ðy 


Discuţie. 1) Fie ọ(l, m) # 0. Atunci ecuația (1) este de gradul doi. 
Dacă q = (gs, + mg)? — 4o(l, m) 9(2o Yo) > 0, atunci ecuația are două 
rădăcini reale și distincte î, și ta. În acest caz D taie pe T în două puncte 
distincte P, și P}. Dacă q = 0, atunci ecuaţia are două rădăcini reale 
confundate 1, = t» În acest caz D taie pe T în două puncte confundate 
P, = P, şi se numeşte tangentă la T în punctul P,. Evident, din orice 
punct Pg ¢ T se pot duce cel mult două tangente la T. 

În particular, cînd Poe T şi gs; 9, nu se anulează simultan, observăm 
că tangenta la T în punctul Pg are ecuaţia 


(2 — 092 + (Y — Yon = 0. 


Dreapta care trece prin Po(2o Yo) € T şi este perpendiculară pe tangentă 
se numeşte normală. Ea are ecuaţia 


— (8 — Lo)In + (Y — Yoz = 0. 


Dacă q < 0, atunci ecuaţia (1) nu are soluţii în R şi deci D nu taie pe T. 

2) Fie ọ(l, m) = 0. Ecuația (1) este de gradul întîi. Dacă 19, + Mgy, #0. 
atunci avem o soluţie unică ġ şi deci D taie pe T într-un singur punct P,‘ 
Dacă lgs, + n9,, = 0 şi g(Zos Yo) Æ 0, atunci ecuaţia (1) este o imposibili- 
tate şi deci D nu taie pe I. Dacă lge, + mg, = 0 şi g(£o Yo) = 0, ecuaţia 
este identic satisfăcută şi deci D e T 

Fie T o conică nedegenerată şi d(l, m) o direcţie în planul conicei. 


4.1. Definiţie. Birecţia d(l, m) se numește direcție asimptotică pentru 
T dacă i Ai i i i 


oll, m) == dul? + Žalm + Gopim? = Ô. 


Evident o dreaptă care are o asemenea direcție taie conica nedegenerată 

într-un singur punct sau nu taie pe T. 

Discuţie. 1) Dacă 3 < 0, A # 0 (hiperbolă), atunci ecuaţia ọ(l, m) = 0 
dă două direcții asimptotice distincte. 

2) Dacă ò> 0, A # 0 (elipsă), atunci ecuația ọ(l, m) =0 nu admite 
soluții reale nebanale. De aceea elipsa nu admite direcții asimptotice, 

3) Dacă ò= 0, A # 0 (parabolă), atunci ecuaţia ọ(l,m)=0 are o 
direcție asimptotică dublă care este de fapt direcția axei conicei. 


4.2. Definiţie. O dreaptă D se numește asimptotă a unei conice nedegenerate 
T, dacă directia ei este asimptotică şi D n T = Ò. 


9 — c. 625 
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Din ceea ce am prezentat mai sus, rezultă că este adevărată următoarea, 
teoremă. 


4.3. Teoremă. O asimptotă a conicei nedegenerate T este caracterizată 
analitice prin ecuaţia lg, A+ mg, = 0, unde (l, m) este o direcţie asimptotică. 

Discuţie. 1) Hiperbola are două asimptote care trec prin centrul conicei. 

2) Elipsa nu are direcţie asimptotică şi în consecinţă nu are asimptotă, 

3) Parabola admite o direcţie asimptotică pentru care ecuaţia lga +H mg, = 
= 0 devine o imposibilitate. Deci parabola nu are asimptotă. 


$5. Pol şi polară 


Fie D: = xat li, Y = Yo tmt, telR, o dreaptă orientată prin 
vectorul director & — u + m) şi P,Q două puncte ale acestei drepte. 
3: PARIY ni . 5s a 
5.14. Definiţie. Numărul ppo definit prin PQ = pre ET se nwmegie 
LKA 
mărimea relativă a segmentului [PQ]; 
Considerăm că pe dreapta D au fost fixate punctele Po8o Yo); Pila Ya), 
Pla, 9), Palto Y2), corespunzătoare valorilor tọ; t t, t ale Iui t (fig. 49, a). 


5.2. Definitie. Numărul 


DP. 9 i — a — 
[Po 2E P] = Pe, + FPP h to „la to, 
Ppp Ppp t—t t — la 


se numește biraport al cuaternei ordonate de puncte (Pu, Pa, P, Po). 

Dacă [Po P; Pu Pa] =—1, atunci biraportul se numeşte armonie şi se 
spune că perechea de puncte Py, P divide armonic perechea P,, P, (sau 
invers). Diviziunea armonică este caracterizată prin 


Dacă presupunem că punctul P, este luat drept origine pe D, adică 
ta = 0, atunci diviziunea armonică este caracterizată prin 


Fie T o elipsă, hiperbolă sau para- 
bolă. Dacă Polo Yo) este un punct dat, 
atunci fie D:a = go +, Y = Vot, 
te R, © dreaptă care trece prin Po $i 
care taie pe T în două puncte Pile Y) 
Pol Yo) (Tig. 49, b). 

5.3. Teoremă. Locul geometric al 
punctului P conjugatul armonic al 
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lui P, în raport cu P,, Pa atunci cînd direcţia (Z, m) a lui D variază, 
este o parte din dreapta D’ de ecuaţie 


Auto -+ a(2J0 + LY) + a2YYo H Uolt + Lo) + dzo(9 Yo) + doo = 0. 
Dreapta D’ se numește polara punctului P, în raport cu conica T, 
iar punctul P, se numeşte polul dreptei D’ în raport cu conica T. 


Demonstraţie. Prin ipoteză, intersectînd dreapta D cu conica I se obțin 
punctele P, și P, corespunzătoare valorilor ł şi t care sînt rădăcinile 
ecuației tofl, m) + tlg, + mg) + 9lLo Yo) = 0. Pentru scurtarea de- 
monstrației presupunem că P, ¢ T. Din ecuaţia de mai sus, rezultă 


h tt DEAR lIr, + MI, 


titz (o Yo) 
Pe de altă parte observăm că diviziunea armonică este caracterizată 

prin 

2 +t 

t titz 

gi deci 

2 gn + mgn, 

t (Zoo) 


Pentru a se obține ecuația carteziană a mulțimii care conține locul 
geometric căutat se elimină parametrii î, 1, m între relația precedentă şi 
ecuațiile dreptei D. Rezultă ecuația 


(2 — 20)9x + (Y — Yoi = —29(2o Yo), 


care este de fapt ecuația din teoremă. 

Observăm că atunci cînd P,e T, raţionamentul anterior trebuie modi- 
ficat. Din ecuaţia de mai sus se vede că în acest caz polara se contundă cu 
tangenta în Po. 


5.4. Observații. 1) Poziţia polarei D' faţă de conica T depinde de poziția punctului 
P faţă de T (sau invers). Pọ nu poate fi în centrul conicei deoarece în acest caz ecuația 
{E — To), t (Y — Yoy, = — 29(2o> Yo) este o imposibilitate. 


2) Substituirile 22-—> Xp Y? —> YYo 2y—> a (Yo > Toy), r— ka (© + To), y—> = (Y+ yo) 
2 2 2 

se numesc dedublări. Prin dedublata ecuaţiei de gradul doi ayx? + 2aty + das? -+ 2974 
-+ 2day + ao = 0 în punctul Po(o, Yo) înţelegem ecuaţia de gradul întii azarzo + Cas(2yo + 
+ Loy) + CaaUUo -+ Cro( + To) + awlY + Jo) + Go = 0. Ecuația polarei punctului P) (în 
particular ecuația tangentei în P€ T) se obţine prin dedublarea ecuaţiei lui T. 

3) Noţiunea de focar o presupunem cunoscută de la studiul conicelor pe ecuaţia redusă. 
Directoarea este polara focarului. 


§6. Diametru conjugat cu o direcție dată 
Fie conica I şi o direcţie d(l, m). 


6.1. Teoremă, Locul geometric al mijloacelor corzilor conicei T para- 
lele cu direcția d(l, m) este o parte din dreapta D” de ecuaţie 


l9; + mg, = 0. 
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Fig. 50 


Dreapta D” se numește diametrul lui T conjugat direcției d(l, m). 

Demonstraţie. Dreapta care trece printr-un punct Po(o, Yo) Și este 
paralelă cu d are ecuaţiile 2 = o + lt, Y = Yo + mt, te R. Prin ipoteză 
această dreaptă taie conica T în două puncte P(x% = £o + lh, Y1 = 
= Yo + mt) şi P(t, = £o + ta Va = Yo ++ mt), unde t și ta sînt solu- 
tiile ecuaţiei to(1, m) -+ t(lgz + mg) + (o Yo) = 0. Mijlocul segmentului 
[P i; P3] (fig. 50) are coordonatele 


2 3 1 t t 
Tı Ea — t pă ti Ă Yı Eh =J + m L+ 2 
şi acest punct coincide cu P, dacă şi numai dacă t + tẹ = 0, adică lgs, + 
+ mg, = 0. Deoarece P, este un mijloc arbitrar rezultă că teorema este 
adevărată. 

Consecințe. 1) În ipoteza că 5 + 0 se observă că diametrii conjugați 
cu direcții arbitrare din plan formează un fascicul de drepte cu vîrful în 
centrul conicei. 

2) Dacă è= 0 şi A # 0 (parabolă) atunci observăm că guta = Bgy 
şi ecuația diametrilor conjugați se reduce la ecuaţia unui fascicul de drepte 
paralele 


J+ =0. 


Direcția acestui fascicul este (042 — 41) SAU (doo, — Mo). Evident aga de 
simetrie a parabolei este un diametru şi deci are direcția anterioară. 

Observăm că direcției (a, — au) nu-i corespunde nici un diametru con- 
jugat deoarece a1292 — 9, = 0 este o imposibilitate. 

3) Cazul conicelor cu dreaptă de centre se cercetează analog. 

Să, considerăm acum că P este o conică cu centru (è z 0) şi să netăm 
cu (lo Mo) direcţia diametrului de ecuaţie lge + mg, = 0. Direcţia (lo, Mo) 
satisface relaţia, 

lo = Mo 


laro- Maze  — (lan + maa) 
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sau 


(2) Gullo + aa (Îmo + lom) + azammo = 0 


care de fapt este dedublata relației q([, m) = 0. Reciproc, se poate arăta 
că direcția diametrului conjugat cu (lo, Mo) este (1, m). 


6.2. Definiţie. O pereche de diametri ale căror direcții sînt în {relația (2) 
se numesc diametri conjugaţi unul altuia. 


$7. Direcţii principale. Axele unei conice 


Considerăm o conică T,o direcţie &(l, m) şi diametul conjugat aceste 
direcţii lg; + mgg = 0. 


7.1. Definiţie. Direcţia d(l, m) se numeşte direcţie principală pentru 
conica T dacă este perpendiculară pe directia diametrului lge +- mg, = 0. 


7.2. Teoremă. Diametrul conjugat unei direcții principale este o axă 
(de simetrie) a conicei. Invers, o direcţie perpendiculară pe o axă este o 
irecție principală. 

Demonstraţie. Diametrul conjugat cu o direcţie principală conţine mij- 
loacele corzilor conicei T, care sînt perpendiculare pe diametru. Astfel 
acest diametru este o axă de simetrie. Reciproca este evidentă. 

În această problemă distingem două, cazuri : 

1) Dacă 3 + 0, atunci IT poate să fie cere, elipsă, hiperbolă sau pereche 
de drepte concurente. Axele reperului canonic sint axe de simetrie. Notăm 
cu (l, m) Și (lo, Mo) direcţiile acestor axe şi observăm că aceste direcţii sînt 
perpendiculare, adică 


Ul + mm, =0. 


Întrucît axele conțin doi diametri conjugați unul altuia, prin eliminarea 
lui (lo; Mo) între ecuația precedentă şi ecuaţia allo + (lM, + lm) + 
-+ Qoommg = 0 deducem 


(3) (au — aami + am? — 12) = 0. 


Ecuația (3) dă direcțiile axelor. Scriind ecuațiile diametrilor conjugați 
cu aceste direcții sau scriind ecuațiile dreptelor care trec prin centrul 
conicei I și au aceste direcţii, obţinem unul și același lucru şi anume ecua- 
tiile axelor. 

Intersecţiile dintre T și axe se numesc vîrfuri. 

2) Fie ò = 0 şi A 0 (parabolă). Anterior am văzut că direcția axei 
parabolei este (a. —a) sau (assy —aa). Direcţia perpendiculară pe axă 
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este (u, Aia) SAU (dau, 022). De aici rezultă că ecuația axei parabolei este 


tie + wily = 0 sau aal: P Aaz = 0 


(diametru conjugat cu direcţia (d, a12) sau (az, d). 
Intersecţia dintre axă și parabolă se numeşte vîrf. 
7.3. Observaţie. În ecuaţiile anterioare, cel puţin unul dintre numerele [ și m este 


diferit de zero. De aceea în exerciții, ecuaţiile (2) şi (3) se simplifică prin împărțire cu l sau 
cuj m. 


§8. Probleme 


1. Sub influența unei forţe, punctul material M se mișcă pe cercul x? + y? — 6r + 4y+ 
-- 9 = 0. Acţiunea forţei se întrerupe în momentul în care M a ajuns în poziţia (1, — 2). Să se 
determine traiectoria pe care o va urma mai departe punctul material. 


2. Se dau conicele T}: 22—2ay + 29? — 4x — ôy + 3 = 0, Ia: x? — 2ry — y? — 4r — 
— 6y + 3 = 0, T3: 2? J 2xy + y? + 2x + 2y—4 = 0. Să se calculeze invarianții, coordonatele 
centrului şi dacă este cazul, să se serie ecuația conicei redusă la centru sau ecuațiile dreptelor 
în care degenerează. 


3. Să se reducă ecuațiile 


5r? — 4ry + 28° — 18s + 4y— 22 =0, 
11x? — 24y + 4y? + 2r + 16y +11 =0, 
& — 2xry + y? — 4y +6 =0 


la forma canonică și să se construiască conicele corespunzătoare, 


4, Să se stabilească poziția dreptei D față de conica T; 
1) 5z — y — 5 = 0, x? — 2ry — 3y? — iz — 6y +3 =0 
2) r= 3b 4, y = — 1 + 2, z? 22y — 2y? + Tz + 6y + 132=0 
3) r =1 + 8t, y =1 + 7i, x? + 2xy — 4p? + 3x — 2y = 0, 
5. Să se scrie coordonatele polului axei Ox față de conica T : x? — 2g? — 3t — 7y + i =0, 
6. Să se scrie ecuația diametrului conjugat : (1) axei Ox, (2) axei Oy, (3) direcției d(1 »—3 


pentru conica 9x? -+ Bay + y? — 5t — 7y — 4 = 0. Să se scrie ecuația axei de simetrie a aces- 
tei conice. 


7., Să se determine centrul, axele şi viriurile conicei 
T: 160? + tey + 199? + 4z — 22y — 5 = 0. 


134 


Capitolulă 
CUADRICE 


ŞI. Siera 


Fie IE un spaţiu punctual euclidian real tridimensional raportat la un 
reper cartezian {0 ; 1,3, k} şi punctele Ma, Yazi) i= 1,2. Reamintim 
expresia distanţei 


d( M, M3) = Ẹ (w3 — 2)? + (Y2 — A) H (22 — 2002. 


Fie O(£o Yo Zo) un punct fixat şi r un număr real strict pozitiv fixat. 
Sfera S de centru O gi rază r este mulțimea punctelor M(x, y, 2) cu proprie- 
tatea d(C, M) = r (fig. 51). 


1.1. Teoremă. Punctul M(œ, Y, z) aparține sferei § de centru CO(£o, Yos Zo) 
şi raza r dacă gi numai dacă 


(2 — 8o) 4- (Y — Yo)? + (2 — 202 = r’. 


Demonstraţie. M e Sa(0, M) = re (2 — s)? + (9 — Y)? F (E — 20 = 
Eat. <> (€ — To)? +Y — Y)? +E 20 = r. 

Astfel S = {M(, y, 2)i(x, Y, 2) € IR’, (2 — 8o)? + (Y — Yo)? + (2 — 20)?= 
= 7?) sau mai scurt S: (2 — £o)? + (Y — yo)? + (2 — 2)? = 7? Ecuația 
(& — €)? + (Y — Yo) + (2 — 2)? = 7?, (x, Y, 2)E R? se numeşte ecuatia 
carteziană implicită a sferei S de centru. (Lo, Yo, Žo) şi rază r. Această ecuaţie 
este echivalentă cu trei ecuaţii parametrice în R? (fig. 52) 


D= @y +r eosu sinv 
Y = Yo +T Binu Sine 
2 = Zo +r eosv, ue [0,27], ve [0, 7], t, v = parametrii 


sau cu ecuația F = Fo +r (cosu sinoi + sin u sin 1] + cos v) în Va. 

Se observă că (2 — 29)? -+ (Y — Yo)? + (2 — 2)? este un polinom de 
gradul doi in z, y, z, termenul de gradul doi aa æ? y? +22. Aceasta 
sugerează să cercetăm mulțimea 


: 02 HY? pe aa + 2by — 2e +d = 0. 


Fig. 51 Fig. 52 
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Deoarece ecuația lui 2 se transcrie 


(2 +a} + (y +b} +(e $e) =at ped 
rezultă : 


1) dacă a? +b? + c2 — d> 0, atunci E este o sferă cu centrul în ®ọ = 
= —@, Yo = —b, 29 = —c şi de rază r = Va? +0 Fe — d; 


2) dacă a? +b? + e — d = 0, atunci E = ((—a, —b, —c)); 


3) dacă @? +b? +e — d< o0, atunci E = Ò. 
Ecuația 


g Hy p 4 2ap + 2by +20 $d = 0, @ +t +e — d>0, 


(7, Y, 2) E RŽ, 


se numeşte ecuatia carteziană generală a sferei. Evident această ecuație 
este echivalentă cu 


da? +y? +e) + das + 2by +20 +d, = 0, d # 0, 
ai +b + —dd,>0. 


O sferă din spațiu este o mulțime mărginită şi închisă, deci compactă. 
Ea are proprietatea că separă spațiul în două submulțimi disjuncte : 
interiorul lui S notat int(8) şi exteriorul lui S notat ext(8). Acestea pot fi 
descrise cu ajutorul funcției 


f: R?’ >R, fiz, Y, 2) = (2 — 2)? + (Y — Y) + (2 — 2) r, 


unde (So Yo Zo) este un punct fixat, iarr > 0 este fixat. Într-adevăr (fig. 53) 
int(S) = {(x, y, 2) f(x, Y, 2) < 0}, ext(8) = ((o, Y, 2)lfla, y, 2) > 0). 

1.2. Teoremă. 1) Mulțimea int(S) este convexă; 2) VM, eint (8), 
YM, E ext(S), segmentul [M,M,] taie pe 5S. 

Demonstraţie. Fără a scădea generalitatea putem presupune 2 = 
= Yo = Z = 0. Fie M:(£i, Ya 20, i= 1, 2, două puncte din spațiu. 
Segmentul [H M,] este caracterizat prin ecuaţiile parametrice % = 

= (1 — tt, + tta Y = (1 — Hh HY 2=(1— iza + tza te [0,1]. 

1) Dacă M, Me int (5); adică flen Yo z) = 2 y Hi —n2<O 

i = 1,2, atunci 


ext (5) fiz, y, 2) = JEL — Da + tta (1 — Du + ya 
(1 — teit teo] =[(1 — t) mt tæ] HL — tyi + ty]? + 
C HEL — Da + teal? — r? < (1 — iflti Yi 2) + 


Fig. 53 + tfla Ya Za) < 0, Vte [0,1]. 


Cu alte cuvinte [M,M,] c int (8). 


2) Fie M, e int($), adică f(z ya 21)<0 și M, € ext(S), adică f(z, Yo 22)> 
> 0. Rezultă funcţia continuă definită prin 


g(t) = JIU — Da riza (1 — Du + tya (1 — ba + ta] = 
= [(1 — Ha, + te]? + (1 — HA + ya? + L — ha H tel — 73, 
te [0,1] cu proprietățile ọ(0) = f(®y Yn 2) <0 şi (1) = Fla Ya 22) > 0. 


De aceea există o valoare tọ € [0,1] astfel încît 0 = (0) = [(1 — tæi + 
+ tota]? + [UL — to)ya + toya]? + [1 — to)zu + to]? şi deci ((1 — to) sı + 
F totes (1 — to) Y1 + too (L — toba + to?2) E€ X. 

Numim plan tangent la sferă în punctul M,(a, Y1, 21) locul geometrie 
al tuturor tangentelor la sferă în punctul M, (fig. 54). Ecuația planului 
tangent în punctul M, e È se obține prin dedublarea ecuației sferei, adică 


(2 — LoL — Lo) + (Y — Yo) (Yı — Yo) + (2 — 20) (22 — 2) — 7? = 0 
sau 


2t HYY Hez ale +a) Haly +) Hele +2) +a =o. 
§2. Elipsoid, hiperboloid, paraboloid 
2.1. Definitie. Cuadrica de ecuaţie 


2 2 2 
Ta Pr 1=0 a, b,0>0 
w C 


se numește elipsoid. 

Această suprafaţă este simetrică faţă de planele de coordonate, numite 
din acest motiv plane principale ale elipsoidului. Suprafaţa este simetrică, 
şi faţă de axele de coordonate care se numesc azele suprafeţei. Rezultă că 
originea este centru de simetrie. Originea se numește centrul elipsoidului. 
Punctele în care axele înțeapă suprafața se numesc rârfuri. Numerele 
a,b,c se numesc semiaze. Intersecţiile dintre planele de coordonate şi 
elipsoid sint respectiv următoarele elipse (fig. 55): 


x2? y? g z y? z? 
d E E SEE EAI A asfiiă: RR E AE E 
olati pjate ofita san 


Fig. 54 
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Intersectind elipsoidul cu plane paralele cu 20y, obținem elipsele 


g? 2 
a ot i A 
(4) (7 (02 — 2) (02 — k?) 
e2 c2 


z=k ke [—e, c] 
care sint asemenea cu elipsa (1). 


2.2. Teoremă. Elipsoidul este o mulţime mărginită şi închisă (deci 
compactă) în spațiu. 


2 2 2 
Demonstrație. Din ecuaţia elipsoidului rezultă ie s1, Ls L, Zs 
a e 


< isau —a<gssa —b<y<b,—ce<z <c. Astfel toate punctele 
elipsoidului sînt cuprinse în interiorul unui paralelipiped cu laturile 

de lungimi finite. 
Elipsoidul X este o mulțime închisă în spațiu deoarece {1} este N mul- 
Lai 


time închisă în R, > = 911), iar g: R? —> R, glx, y, 2) = Hata Br 


este o funcție continuă. 
y? 


Ecuația carteziană implicită a elipsoidului Si +3 — 1 = 0 este 


echivalentă cu ecuaţiile parametrice 


y = b sinu sinv 


| g = a Cosu sinv 
z = 0 COSV, ue [0,27], ve [0, T], u, v = parametrii (fig. 55). 


2.3. Definitie. Cuadrica de ecuaţie 
s y? g2 _ 
2: Zt Ži, a,b, c>0 
se numeşte hiperboloid cu o pânză. 
Această suprafață are aceleași simetrii cu elipso- 
idul. Are patru vîrfuri. Intersecțiile lui X respectiv 
cu æ = 0 şi y = 0 sînt hiperbolele 


Intersecțiile acestei suprafețe cu planele 2 = k 
sînt elipsele asemenea, reale oricare ar fi keR 
(fig. 56): 

g? y? 
SE y 


— 4 M — 1 0. 
Epo eye) 
C ec 
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Se observă că hiperboloidul cu o pinză este o mul- 
time nemărginită şi închisă în spaţiu. 


A g? y? g2 
Cuadrica X: — -4 —— = 0 se” numește conul 
a2 b2 cÊ? Eag ta 

asimptot al hiperboloidului cu o pînză. 


2.4. Definiţie. Cuadrica de ecuație 


se numeşte hiperboloid cu două pinze. 

Această suprafață are aceleaşi simetrii ca și hiper- 
boloidul cu o pinză. Are numai două virfuri situate 
pe axa Oz (fig. 57). Intersecţiile lui 5 cu planele Fig. 57 
æ = 0 şi y = 0 sînt respectiv hiperbolele 


y? g2 g2? g2 
ie de ay 
D=0 = 0, 


Observăm că în regiunea —c <2 < c nu avem puncte ale lui £. Inter- 
secţia suprafeţei cu planele 2 = k, |k] > c, ne dă elipsele asemenea 
g2 y2 
[ze Spa ore ea pie 0 
— (k2 — 02) — (k? — e?) 
2 2 
e e 


l = h, 
Hiperboloidul cu două pînze este o mulțime nemărginită şi inchisă în 
spaţiu. 


2 i 
Cuadrica È: AY A da 0 se numește conul asimptot ai hiperboloi- 
a c 
dului. 


2.5. Definiţie. Cuadrica de ecuaţie 
DAL IP SIE a At $ 
ids 2 = raa p2? a, b>0 


se numeste paraboloid eliptic. 


Planele de simetrie « = 0 şi y = 0 se numesc 
plane principale. Oz este axă de simetrie (axă 
principală) şi înțeapă suprafața în origine. Acest 
punct se numeşte vîrf (fig. 58). Intersecţiile su- 
prafeței cu planele œ = 0 şi y = 0 sînt respectiv 
parabolele 


y? g? 
AE E ea NAR 
Li 
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şi de aceea > este nemărginită, 
Evident suprafața există numai 
pentru z > 0. Dacă tăiem supra- 
faţa X cu planele z = k(k > 0), 
atunci se obțin elipsele 


Paraboloidul eliptic este o mulțime 
închisă în spațiu. 


Fig. 59 


S:n Ë Ë 
e a2  b2 


se numește paraboloid hiperbolice sau șa. 

Această suprafață are aceleaşi simetrii ca şi suprafața anterioară. 
Originea este virf al suprafeţei (fig. 59). Intersecţia suprafeţei cu planul 
a = 0 dă parabola 


care are concavitatea înspre sensul negativ al axei Oz. Intersecţia suprafeţei 
cu planul y = 0 dă parabola 


care are axa de simetrie Oz şi este dirijată în sensul pozitiv al acestei axe 
Intersectăm suprafaţa cu planele z = k(k >0) şi obţinem hiperbolele 


care au axa transversă paralelă cu Os. 
Intersectăm suprafața cu planele z = k(k < 0) şi obţinem hiperbolele 


care au axa netransversă paralelă cu Oz. 
Ca mulțime, şaua este nemărginită şi închisă. 
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Fig. 60 Fig. 61 Fig. 62 


2 2 
Cuadrica de ecuaţie 2 Y- —1=0 
qi b 
se numește cilindru eliptic (fig. 60). 
2 2 
Cuadrica de ecuaţie -- E —1=0 se numeşte cilindru hiperbolice 
a 
(fig. 61). 
Cuadrica de ecuaţie y2 = 2px se numeşte cilindru parabolic (fig. 62). 
2 2 
Pereche de plane concurente 2, — 3 = 0; pereche de plane paralele a? — 
a 2 
— a° = 0; pereche de plane confundate x? = 0. 
2 y? g2 y2 g2 o g 
Dreaptă —+ -— = 0; punct — + — + — = 0; mulțimea vidă — + 
a2 b2 a? b2 G2 a? 
EEA Z CARP in Z 24 g2? — 
+ a a tz sau ae = 0 sau z?-4+-q2=0. 


Elipsoizii, hiperboloizii şi paraboloizii se numesc cuadrice nedegenerate. 
Hiperboloidul cu o pînză şi paraboloidul hiperbolice sint suprafețe riglate 
deoarece pot fi generate prin mişcarea unei drepte. Această dreaptă face 
parte dintr-o familie de generatoare rectilinii, fiecare dintre suprafeţele 
menţionate admiţind două familii de generatoare rectilinii, de ecuaţii 


2 (+2) pentru Z —Ž 40,14% 70 t Sab 
a c b a c b a c 
D,: Şi Do: 
g 2 Yy y 
N 1 —— 1 +—=0 
[= A b E 
/ pA 
2 rela =] pentru e #0, jt #0 Zasa 
a c b a € b a c 
D, Şi Do: 
z y y 
3 Ludi De SEC 1—%=0 
f a 3 a | b 


respectiv 


& b 2 z=0 
D, : pentru z #0, Z 405i Do: & y 
a b => 0 
F 7) a b 
Ps e a 
a b 
& 
MN E ai 
a b s y AET 
Da: PTRA O și Do: [a 0 
a Dia st lia 
m 
(ora a b 
a b 


§3. Cuadrice 


În (E, considerăm reperul cartezian {0 ; î,, E) şi forma pătratică afină 
9: IE; -> R definită prin 


gl, Y, Z) = ML? + das? + la? + day) + 2t + dos +208 + 
H 2day + 2a + doo 
dii + aza -+ dzs + dia + Gis + azs # O. 
3.1. Definiţie. Mulțimea de nivel constant zero 
> = 940) = { M(x, y,2)](z,y,2)e IR”, g(x, y, 2) = 0), 


se numeşte cuadrică sau suprafaţă algebrică de ordinul al doilea. Se notează 
Z : g(x, y, z) = 0. 

Din punct de vedere topologice, EE sînt mulțimi închise în spațiu 
deoarece (0! este o mulțime închisă în R, E = 9”1(0) şi g este o funcţie 
continuă. Pele 

Prin trecerea de la reperul cartezian {0 ; î,J, k} la un reper cartezian 
adecvat orientat pozitiv (numit reper canonic sau natural) față de care 
ecuaţia g(x, y, 2) = 0 să aibă forma cea mai simplă posibilă (numită ecuație 
redusă sau canonică), se dovedeşte că 2 este congruentă cu una din mul- 
timile : sferă, elipsoid, hiperboloid cu o pinză, hiperboloid cu două pinze, 
paraboloid eliptic, paraboloid hiperbolice, con, cilindru circular, cilindru 
eliptic, cilindru hiperbolic, cilindru parabolic, pereche de drepte secante, 
pereche de plane paralele, pereche de plane confundate, dreaptă, mulţime 
care conține un singur punct, mulțime vidă. 

Faţă de roto-translaţii, ecuaţia g(z, y, 2) = 0 are următorii invarianţi 


A = det Ā, 5 = det A, J = Gu aeg [au [i ha Qog A 


da daa| +] (aa (ag 


Asg (33 


I =trA, 
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unde 
Ca Ca Ais do 


A = | a z #23 G2 |, A= 
@31 a (33 @30 


Gu da (ha a 


îi = la, 1#] 
Aa (oa (23 


i j = 0, 1, 2,3. 


(31 A32 (33 
Qor Coz Aog doo 


Felul cuadricei se poate stabili cu ajutorul invarianților. 
De exemplu 


A | Natura cuadricei 
A = o degenerată 


H 
A z o| nedegenerată 


Dintre cuadricele nevide, sfera, elipsoidul, hiperboloizii și paraboloizii 
sint cuadrice nedegenerate ; conul, cilindrii şi perechile de plane se numesc 
cuadrice degenerate. 


Sfera este o cuadrică în care aj = doo = üg = mM # 0, aiz = M = 

[Gap 42 d G do a ID IRI 

= @ = 0 şi (=) + (=) + (e ——% > 0. Centrul sferei este 
m m 


m m 


a a a doo N doo? a 
el pe 0 aaa şi raza, terei r= (-% — AA 2x) a M. 
m m m m m m 


3.2. Centrul cuadricei. Analog cu conicele, coordonatele centrului unei 
cuadrice constituie soluția sistemului liniar 


1 ôg 


aeg i + aY T ha? + do = 0 


29. 


£ 
2 ôy 


= Agt + loy + a + üa = 0 


1 ô 
a 2 = Aat F azy + ag + (ap = 0. 
á 02 


Pot interveni următoarele situații : 


1) Dacă det A = 5 # 0, sistemul liniar este compatibil unic determinat, 
deci cele trei plane ar + @Y + Miz ko = 0, i= 1,2,3 se inter. 
sectează într-un punct unic ; prin urmare cuadrica, admite un singur centru 
la distanţă finită. Este cazul sferei, elipsoidului, hiperboloidului cu o pinză, 
hiperboloidului cu două pînze şi conului. 


2) Dacă 5=0,| an a| # 0 şi unicul determinant caracteristic al sis- 
| Ga oa 
temului este nenul, sistemul este incompatibil. Cele trei plane formează, 


o prismă triunghiulară. Este cazul paraboloidului eliptic şi paraboloidului 
hiperbolice. 

3) Dacă 3 = 0, | ^n %2 
Ca Aog 
sistemul liniar este compatibil simplu nedeterminat. 


#0 şi unicul determinant caracteristic este nul, 


143 


Cele trei plane se intersectează după o dreaptă numită dreaptă de centre. 
Este cazul cilindrilor circulari, eliptici și hiperbolici. 

4) Dacă 5 = 0 şi rangul sistemului este unu şi cei doi determinanţi 
caracteristici nu sînt nuli, sistemul este incompatibil. Planele sînt paralele. 
Este cazul cilindrului parabolic. 

5) Dacă ò= 0, rangul sistemului este unu şi cei doi determinanţi 
caracteristici sînt nuli, atunci sistemul este compatibil dublu nedetermi- 
nat. Cele trei plane sint confundate. Cuadrica are un plan de centre. Este 
cazul planelor paralele distincte sau confundate. 


Exemplu. Cuadrica X conţine punctele A(— 1, 2, 3), B(1,1,— 1), trece prin axa Oy și 
prin cercul I care are centrul în œ (0,0, 3) și este tangent axei Oz în origine. 
Să se scrie ecuaţia cuadricei È, să se calculeze invarianţii ei și coordonatele centrului. 


Soluție. Cercul T se află în planul xOz și are ecuaţiile x? + z? — 6z = 0, y = 0. 
Ecuația cuadricei 2 este de forma 


22 + z? — 6z + y(x -+ By + yz + 8)=0 


întrucît intersecția acestei suprafețe cu planul xOz este cercul T. 


Deoarece cuadrica © conține axa Oy, ecuația ei devine identitate pentru v= 0, z = 0. 
Rezultă 6 = ô = 0. 


Din condiţiile AE Z, BEE, rezultă sistemul « — 3y = 4, æ + y = 8, cu soluția œ = 7, 
y= 1: 


Deci E: x? + 2? + 7y + yz — 6z = 0. 
Invarianții cuadricei sînt 


? 
1 — 0 0 
2 
7 1 
sa Ü — 0 441 
A = det | 2 2 = —— (cuadrică nedegenerată), 
4 
1 
0 — 1 —3 
2 
0 0 —3 0 
25 23 
è = — — (cuadrică cu centru), J=——s 1=2. 
2 2 
21 3 147 T 
Coordonatele centrului sînt | — —~s, —s —— |; ca soluție a sistemului x + — y = 
50 25 50 2 
7 
= 0, — xt + —z = 0, —y +z—3=0 
2 2 


§4. Reducerea la forma canonică 


Pentru stabilirea ecuației canonice a unei cuadrice se poate proceda 
astfel 


(i) Dacă ap = Gus = @ = 0, se face o translație. 
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(ii) Dacă cel puţin unul din numerele ais; 013; 23 este nenul,atunci tipul 
cuadricei de ecuaţie 


uL? F aY? + aa? 4 awy + 2aa32 + 20y -+208 + 
H 2aY +203 H doo = 0 


este determinat de expresia termenilor de gradul doi, adică de forma pă- 
tratică 


AE? -+ AY? + aa? + 2awy + 2a + 2ayz. 


Matriceal această formà pătratică se serie 


Qir aa i3 Ki 
[£ y 2] | az Goa azs y |? ti = Ca Mg = aay Aaa = A32 
(31 32 (33 z 


a 
sau [vyz] Ay |A fiind o matrice simetrică. 


2 


Pentru matricea A se determină valorile proprii A, 2 da și vectorii 
proprii corespunzători care sînt ortogonali. Prin normare obţinem versorii 
E1 Ea 63. Se notează cu R matricea formată cu coordonatele versorilor 
E1, ĉa, €g aşezate pe coloane; avînd în vedere posibilitatea înlocuirii unuia. 
dintre versorii €z, €z, €3 prin opusul său sau posibilitatea renumerotării 
valorilor proprii, putem presupune det R = +1. 


Rotaţia 
e a 
y|= Ely 
2 7 


reduce forma pătratică la forma diagonală am’? + Ay? + Ag2'2. 

Direcţiile noilor axe de coordonate sînt date de direcţiile versorilor proprii 
ĉis ĉo, respectiv êz. 

În final, dacă este cazul, se face o translație. 


Exemplu. Să se reducă ecuația 


x? -+ y? + 52? — Gay + 2az — 2yz — 4x + 8y —1i2z + 14=0 


la forma canonică și să se construiască cuadrica corespunzătoare. 
Soluţie, Matricea formei pătratice x? + y? -+ 522 — Gay + 2xz — 2yz este 


1 —3 1 
A=] 3 aa | 
1— 5 


19—c. 625 


Valorile proprii ale matricei sînt soluțiile ecuației 


1x31] 
—3 1—A = |. 
E i să, 


Obţinem valorile proprii reale și distincte A = — 2, dn = 3, ày = ô. 
Coordonatele (u, v, w), ale vectorului propriu corespunzător valorii proprii ^, sint soluțiie 
sistemului 
(1 — ìju— 3v +w=0 
— 3u + (1 —ìpŅp— w = 0 
u—v + (5 — ìà)w = 0. 


Pentru à = — 2, sistemul are soluția u = k, v = k, w = 0 ; normalizăm și obținem versorul 


m 1 1 
propriu & = | ——=> -=s 0j. 
y2 y2 
Pentru ^= 3, sistemul are soluția (— k, k, k); prin normalizare obținem verso- 
1 


rul & =| — 3 Z 3 
i ( js Vs Vs 
1 2 


-yr ref) 


„Matricea ortogonală ale cărei coloane sînt coordonatele versorilor proprii 


); procedăm analog pentru à, =6 și obținem £ = 


aie 
y2 
1 


E 
e e Ye 
T 


(0) 


are determinantul 1. 


Prin rotația 
1 1 1 1 1 1 
| IPP |7 app 
1 1 1 1 
y|= E] V i y’ į sau <y TEI te p 
aha. a ria pa E OEL 
ys ye Bo è ye 


ecuația carteziană devine 


4 
— 2r? + 3y? + 6z? + —— DP + 14=0. 


y2 ye 


Completăm pătratele în x’, y’, z’ și obţinem 


1 2 3 2 
—2 (= + 3y2+ 6 (+= +6=0. 
y2 ye 

1 

Efectuăm translația x’ = mo z”, y = y”, r= 
2 

= —=— + z” şi obţinem ecuația canonică a hiper- 

6 


boloidului cu două pinze 


ale cărui virfuri se află pe axa absciselor Cx” (fig. 63). 


$5. Intersecţia dintre o dreaptă și o cuadrică 
Fie D o dreaptă de ecuaţii 
æ = Do + lt, Y = Yo + Mi, Z = Zy +H ni, te R 


şi > o cuadrică de ecuație g(x, y, z) = 0. Intersecţia D n corespunde 
rădăcinilor î, şi t, ale ecuaţiei în [R, 

(1) Pol, M, N) + (ga H MIu F Ng) F IlLo Yo 20) = 0, 
unde o(l, m, n) = Apl? + aoM? + aan? + 2am + 2assln + 2ao3mmn, 
iar gr = (2o; Yo Zo) ete. ... 

Discuţie. 1) Fie ọ(l, m, n) # 0. În acest caz ecuația (1) este o ecuaţie de 

gradul doi. Dacă q = (lz, + Mgu + he) — (ls M, N)J(Los Yor Zo) > 0, 
atunci ecuaţia are două rădăcini reale distincte î, și t» Astfel dreapta D 
intersectează cuadrica E în două puncte M., Mp. Dacă q = 09, atunci 
ti = ta; corespunzător, D va intersecta pe X în două puncte confundate. 
n acest caz dreapta D se numește tangentă la E. Dacăg < 0, atunci 
ecuaţia (1) nu are rădăcini și deci D nu intersectează pe X. 
2) Fie ọ(l, m, n) = 0. Atunci ecuaţia (1) devine o ecuație de gradul 
întîi. Dacă lgs, +H MIn + NQz F 0, atunci există o soluţie unică şi deci D 
intersectează cuadrica X într-un singur punct. Dacă lgs, + MIm F ngr, = 0 
Şi g(2o Yos Zo) # 0, atunci relaţia (1) este o imposibilitate. În aceste condiţii 
D nu intersectează cuadrica X. Dacă lg, + Mgy, Hng =À Şi Illo Yos 20) =0, 
atunci (1) este o identitate şi astfel Deă. 

Fie o cuadrică dată prin ecuaţia g(z, y, z) = 0 şi Mo(o, Yos 2o) € E 
un punct în care cel puţin unul dintre numerele gr, Jus 92, este diferit de 
zero. 


5.1. Teoremă. O dreaptă D de parametrii directori (l, m, n) este tangentă, 
la o cuadrică E în punctul Mo(2o Yo» 20) e E dacă şi numai dacă 


lIr, H Mat Nge = 0. 


Demonstraţie. Intersecţia dintre dreapta D: a = so +1, Y = Yo + mi, 
2=—2p+nt, te R şi cuadrica E corespunde la rădăcinile i, şi t, ale ecuaţiei (1). 
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Deoarece Mye E, avem g(£o Yo 20) = 0. Ecuația (1) va avea rădăcina 
dublă î = 0 dacă şi numai dacă lgs, Mg + Nga =0. 


5.2. Teoremă. Locul geometrie al tuturor tangentelor la cuadrica E 
în punctul M, este planul de ecuaţie 


(2 — Lo)Iz t (Y — Yolun t (2 — Zo) = 0. 


Acest plan se numeşte planul tangent la cuadrica X în punctul Mge X. 


Demonstraţie. Dreapta D este tangentă în M, la X dacă și numai dacă 
Ige + MIn + Nga = 0. Eliminind parametrii l, m, n, t, găsim 


(2 — o)ra t (Y — Youn t (2 — 20)9a, = 0. 
Menţionăm că ecuația planului tangent într-un punct Mye X se poate 
obţine şi prin dedublarea ecuației g(z, y, 2) = 0 în punctul Mo. 


Dreapta care trece prin Me și este perpendiculară pe planul tangent 
se numeşte normală şi are ecuaţiile : 


Zo =e E e 


§6. Intersecţia dintre un plan și o cuadrică 


Intersecţia dintre un plan P şi o cuadrică X se obține rezolvind sistemul 


je +by +ez +d = 0, 2 +b +e #0, 
g(s, yY, 2) = 0. 


În ipoteza că c + 0, din ecuația planului obținem pe 2 şi înlocuim în 
g2, Y, z) = 0. Astfel găsim că intersecţia P n X este o mulțime de puncte 
din planul P caracterizată printr-o ecuaţie de forma 


Aa? + 212% + aY? + 2ail + 2a39y F doo = 0. 


Deci P N È este o conică. 


§7. Probleme 


1. Să se scrie ecuația sferei care 

1) are centrul în C(2, 0, 3) şi este tangentă planului 3% + V2y + 4z — 45 = 0; 

2) trece prin punctele A(—1, 0, 0), B(0, 2, 1), C(0, —1, —1), D(3, 1, —1); 

3) are centrul în C(1, —2, 1) şi este tangentă interior sferei B, :x? -p y? -+ z2 — x — 3y + 
+ 3z — 2 = 0. 

2. Să se determine coordonatele centrului cuadricei x? + y? + 5z? — 6xy + 22 — 2yz — 
— 4x + 8y — 12z + 14 = 0; să se efectueze o translație în centrul cuadricei şi să se scrie 
“ecuația cuadricei raportată la noul sistem translatat Ox’'y’z’. 
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3. Să se reducă laTtorma canonică, 
2y? -+ 4xy — 8xz — 4yz + 6r — 5 = 0; 
2y? — 722 + 112x — 16y — 14z — 87 = 0; 
zy+72—2=0. 


4. Să se calculeze distanța dintre punctele de intersecție ale dreptei Dix = t, y=2-—t 
z = —3+ 2t cu cuadrica x? — y? + z2 — 4y + 6z+ 9=0. 


2 y? 


T 
5. Fiind dat hiperboloidul cu o pinză X: 3 + T~ z2 — 1 = 0 şi planul P: 4r — 3y — 


— 12z — 6 = 0, se cere să se studieze curba P f £ folosind proiecţiile acestei curbe pe pla- 
nele de coordonate. 


x? y? 
6. Fiind dat paraboloidul hiperbolic KI 2 = z şi punctul M,(0, 2, —1), să se scrie ecu- 


ațiile generatoarelor rectilinii care trec prin Mọ şi să se calculeze măsura unghiului dintre aceste 
generatoare. 


7. Să se arate că planul 6x + 3y — 2z + 6 = 0 intersectează hiperboloidul cu o pînză 2? — 
2 
— 2 + T — 1 = 0 după două generatoare ale căror ecuații se cer. 


Capitolul 6 


COORDONATE POLARE ȘI SEMIPOLARE 


ŞI. Coordonate polare 


Presupunem că spaţiul E, este raportat la un reper cartezian xOy. 
Orice punct Me [E, este unic determinat de coordonatele sale carteziene 
(7, y). 

Poziția unui punct Me E, — (0) mai poate fi caracterizată și prin 
coordonatele polare (p, 0). Un sistem de coordonate polare în plan se 
defineşte printr-un punct O,numit pol şi printr-o axă Oz, numită axă 
polară (fig. 64). Coordonata p este distanța de la pol la punctul 
considerat M ; coordonata 0 este unghiul pecare-l face direcţia pozitivă 
a axei polare cu semidreapta OM. 


Între coordonatele polare (p, 0) şi coordonatele carteziene (æ, y) ale 
punctului M există relaţiile 


æ =p cos 0 (7,9) 
æ =psin ðb. oo M(p,8) 


Dacă impunem p2>0, Be {[0,27), atunci re- y 
lațiile anterioare asigură corespondența biuni- 
vocă între mulțimea R?— {0} şi mulţimea 0 
(0, 00)x[0, 27). Fig. 64 
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Aplicaţie. Ecuația conicelor în coordonate 
polare. Raportăm elipsa la un reper polar, 
al cărui pol coincide cu focarul F, axa po- 
lară coincide cu axa mare a elipsei şi are 
sensul pozitiv de la F la cel mai apropiat 
virf, adică A. 

Fig. 63 Un punct oarecare M al elipsei (fig. 65) 
are coordonatele polare (p, 8). 

Stabilim ecuația elipsei în coordonate polare, aplicind teorema cosi- 

nusului în triunghiul MFF’, ţinind seama de relaţia ce defineşte elipsa ca 


e e ma ae AAAA i ita e 
oc geometrie și avind în vedere că excentricitatea. e are valoarea e =—s 
a 


unde ee (0,1): 
+ 4c? — 4cp cos (7 — 8) 
sau 
= p? + 4e? + 4cp cos 0. 
Luăm c = ea, p = a(l — e) şi obţinem 
e = pL + ecos0)rl. 
Pentru hiperbolă luăm ca pol focarul corespunzător ramurii de hiper- 
bolă a cărei ecuaţie vrem să o seriem în coordonate polare (fig. 66). 
ră x : e 
Ținînd seama că parametrul p este p = afe? — 1) şi e = —, e>l, 
a 


obținem aceeaşi ecuaţie în coordonate polare. 
Pentru e = 1, obținem ecuaţia parabolei. 


Ş2. Coordonate cilindrice 


Presupunem că spațiul E, este raportat la un reper cartezian Oxyz. 
Orice punct Me [£, este unie determinat de coordonatele sale carteziene 
(2,92). 

Fie [E — IE, — axa Oz. Poziţia unui punct Me [E poate fi caracteri- 
zată şi prin tripletul ordonat (p, 0, 2), unde p este distanța de la origine la 
proiecția M’ a punctului M în planul Oy, iar 0 este unghiul dintre semi- 
dreptele Oz şi OM" (fig. 67). 

Numerele p, 0,2 se numesc coordonatele cilindrice ale punctului M sau 
coordonate semipolare în spaţiu. Între coordonatele cilindrice şi coordona- 


Fig. 66 
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tele carteziene există relaţiile 


= pcosf 
= p sin 


TAES 


— 5 


Dacă impunem £>0, Ve [0,27), ze iR, atunci relaţiile precedente 
asigură corespondența biunivocă între mulțimea [R° — Oz şi (0, co) X 
x [0, 27) x R. 

Evident, următoarele ecuaţii caracterizează respectiv figurile mențio- 
nate. 

P= pp: Cilindru circular cu generatoarele paralele cu O2. 
= 99: semiplan a cărui prelungire trece prin Oz. 
2 = 2% : plan paralel cu sOy din care s-a scos punctul (0, 0, 29). 
0 = bo 2 = 29: semidreaptă paralelă cu sOy a cărei prelungire trece 
prin Oz. 
Z = Zo p = pot Cerc cu centrul pe 02 și situat într-un plan paralel cu Oy. 
P = fo 0 = 0o: dreaptă perpendiculară pe planul xOy. 


D 


§3. Coordonate sferice 


Uneori poziția unui punct M e Ef este caracterizată cu ajutorul unui 
alt triplet ordonat de numere (r, 6, 9), unde r reprezintă distanța d(0, M), 
9 este unghiul dintre semidreptele Oz şi OM’, iar ọ este unghiul dintre 
semidreptele Oz şi OM (fig. 68). 

Numerele r, ş, 6 se numesc coordonatele sferice ale lui M sau coordonate 
polare în spaţiu. Între coordonatele sferice și cele carteziene ale punctului 
M, există, relaţiile 

æ = r Singcosf 


y = r singsinð 
2 = T COSg. 


Dacă impunem restricțiile r >0, ee (0,7), 0e [0,27), atunci for- 
mulele anterioare asigură corespondenta biunivocă între mulțimile R? — 
— Oz şi (0, 00) x (0, z) x [0,27). 

Evident, următoarele ecuații caracterizează respectiv figurile mențio- 
nate. 

r = fo: sfera cu centrul în origine din care au fost scoşi polii ; 

0 = 0: semiplan a cărui prelungire trece prin 02. 

ọ = y: semicon fără virf (origine). 

0 = 00, o = op semidreaptă a cărei prelungire trece prin origine. 

P = Ọoọ T = Pp: cere cu centrul pe Oz, situat într-un plan paralel cu z0y. 
T = Pop 0 = Op: semicere (mare, deschis). 


Il 


Probleme, 1. Faţă de reperul polar se dau punctele M,(pa, 0), (Z, YZ ) 
Me(pa, 02); să se calculeze lungimea segmentului [MM]. 


T dm 5r 
2. Se dau punctele A fs. A, a); (a a) ca, FI „—1) 
în coordonate cilindrice. Să se arate că A și B aparțin unui plan 
care trece prin Oz şi să se afle coordonatele carteziene ale punc- 
telor A și C, precum şi distanţa dintre ele. 
3. Să se scrie ecuaţiile suprafețelor (224 y2-+22)2 = a(x? + y?), 
(22 + y? + 22)(a2+ y?) = 4a?a2y2 în coordonate sferice. 
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3 


GEOMETRIE DIFERENȚIALĂ 


Capitolul 1 


NOȚIUNI INTRODUCTIVE 


ŞI. Funcții diierenţiabile 


1.1. În această parte, prin funcție diferențiabilă vom înţelege o funcţie de clasă C%. Clasa de 
indice minim impusă de context poate fi ușor recunoscută. 


„2. Să considerăm o funcţie de tipul f: R” —> [R". Funcţiile f;=y;0 f: R”—> [R, unde 
y; sînt funcţiile coordonate ale lui [R7, se numesc coordonatele euclidiene ale lui f şi se scrie 


f= (fo. m) 


Mulțimea 


G(f) = {h£ es Ep Eneee Eph eeo fl Poe o Za) | (2p e 2a) E R°} c R° xR” = [RTR 
se numește graficul funcției f= (fi... fm). Evident G(f) coincide cu mulțimea valorilor 
funcţiei (T4... 2) —> (Too La file Lahe ees (te * > Ta). 

Funcţia f = (fi. -> fm) este diferenţiabilă dacă și numai dacă f, sînt funcţii diferenţiabile. 
Unei funcţii diferențiabile f i se asociază matricea jacobian 


dh h êh 
dx GEJ GEJ 


J(f) = pan stă 
îm Pln | fn 
PEA GEZ GEJ 


Dacă n = m, atunci determinantul det J(f) se numește jacobianul lui f și se notează cu 
Dlfis -es fn) 
D(T1. . + 2a) 


1.3. Funcţia f= (fis... fm) se numește: 


1) injectivă dacă relațiile P, QE [R*, [(P) = f(Q)e R" implică P = Q; 

2) surjeclivă dacă Y QE [R”, 3 Pe [R” astfel încit f(P)= Q; 

3) bijectivă dacă este injectivă și surjectivă ; 

4) imersie dacă J(f) are rangul n, V Pe [R” (n < m); 

5) submersie dacă J(f) are rangul m, Y PE [R”(m < n); 

6) regulată dacă este imersie sau submersie ; 

7) difeomorfism dacă n = m, dacă este diferențiabilă și dacă posedă inversă diferențiabiki. 
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1.4. Dacă funcția f= (fy. - -s fm) nu este regulată într-un punct P, atunci P se numește 
punct singular sau punct critic, iar f(P) se numeşte valoare singulară sau valoare critică. 


1.5. Fie f: IR”— [R o funcție diferențiabilă și 
n Of 


d*f(Py(dz) = ———— (Paz, dr 
aD, Ti 97, d 


hessiana sa (diferenţiala de ordinul doi). Fie P un punct critic al lui f. Dacă forma pătratică 


ĝe 
dA:f(P) este nedegenerată, adică e (P) | #0, atunci P se numește punct critic ne- 
z, dx; 
degenerat. În caz contrar P se numește punct critic degenerat. 
Punctele critice nedegenerate ale unei funcții diferenţiabile f: [R” — [R sînt izolate. 


1.6. Teorema funcţiei inverse. Fie f: [R?— [R" o funcţie diferențiabilă. Dacă PE [R” este 
un punct în care detJ(f) # 0, atunci există o vecinătate ID a lui P astfel încît restricția 
lui f la [D să fie un difeomortfism. 


1.7. Teorema funcției implicite, Fie f = (fu... -> fm) : Rtr [R” o funcție diferenția- 


ea Dif fm) îi art aa 
bilă. Dacă în (4, B)E [R”+™ avem f(A, B) = 0 şi ————— (A, B) # 0, atunci există o 


DY. - -s Ym) 
vecinătate [D a lui A și o funcție diferențiabilă (unică) g : [D > [R"” astfel încît g(4)= B 
și (P, g(P)) = 0, Y Pe D. 


1.8. Pentru definiția diferențiabilității nu este necesar ca domeniul de definiție al funcției 
să fie toată mulțimea [R ”, dar este necesar ca acest domeniu să fie o mulțime deschisă în [R?. 

Fie S o mulțime oarecare din R”. Otuncţie f : S—> [R” se numește diferențiabilă pe S dacă 
poate fi extinsă diferențiabil la un interval deschis din [R” care conține pe S. 


1.9. Fie Z un interval din [R şi f: Z— [R”. În acest caz noțiunea de derivată parțială se 
reduce la noțiunea de derivată de la funcțiile de o singură variabilă. De asemenea, au sens 
și noțiunile de derivată la stînga și derivată la dreapta. 


Exemplu. Fie funcţia F : ID > [R?, unde F(u, v) = (u?, uv, v?), iar ID : u> 0, v> 0. Deoarece, 
Y (u, v)e ID, matricea 


2u 0 
J(F)=| v u 
0 2w 


are rangul doi, aplicația F este o imersie. 
Din (u$, Upp V$) = (U2, Uo, V3) rezultă u, = U, Și 0, = Da, adică (ty, 01) = (Ug be). Deci F 
este injectivă. 
Notind x = u?, y = w, z = v?, observăm că F(D) este porțiunea din cuadrica y? = xzcuprinsă 
în primul octant. Rotaţia 
y2 
RD. 


z= (z — r’) 
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ne conduce la ecuajia canonică 


Și deci cuadrica y? = az este un con (fig. 1). 


Dacă ne restringem la FUD) e [R?, atunci F : ID > F(ID)este o bijectie. Expresia inverse? 


F`: F(D)— ID se obține din 


Găsim u = Vz v= Vz și deci 
F1: F(D)— D, 1 


care este o funcţie continuă. 


Fa, Y, z) = (Ve E) y 2, 


Ş2. Vectori tangenti. Cimpuri vectoriale 


Fie R” spațiul vectorial (real) 
Ca orice spaţiu vet 


euclidian. 


uelidian canonie 
torial euclidian, [R* este implicit un spaţiu punctual 


cu dimensiunea n. 


Fie P şi Q două punete oarecare din [RY şi PG vectorul tangent la [R* în 
punctul P. În spaţiile R, IR?, R? acesta, se reprezintă grafie printr-o săgeată 
care începe din punctul p şi se termină în punctul Q (fig. 2). 

Punctul 5 = Q — P se numeşte partea vectorială a, vectorului tangent 


şi în loc de (P, 
subințelege. 


)) putem nota Ùp sau chiar Ù dacă punctul de aplicaţie se 


Doi vectori tangenți Ùp Şi Wg se numesc egali dacă au aceeaşi parte 
vectorială, © = wW, şi acelaşi punct de aplicaţie, P = Q. Doi vectori õp și 


a A e 
Pad i A f À = 
sa / / 
; / ; / 
cp dp FA da 
Fig. 2 Fig. 3 


Wg care au aceeaşi parte vec- 
torială, 3 = i, dar care au 
punete de aplicație diferite 
se numese paraleli (fig. 3). 

ixäm un punct P e [R" și 
consideräm toți vectorii tan- 
genti la [R* în P. Mulțimea 
tuturor vectorilor tangenți 
la (R* în P se numește spa- 


fiul tangent la IR” în P şi se notează cu TR” y 
(fig. 4). Spaţiul tangent se organizează ca spațiu A, 
vectorial cu operaţiile v% 
Up + Wp == (> + %)p 
TÜp = (rọ) P» g “p 


. A : Fig 4 
Astfel, ca spațiu vectorial, T[R” este izomorf cu : 
IR”, izomorfismul fiind dat de corespondenţa Ù «> Tp, 

Produsul scalar în TIR” se defineşte astfel 


(Ùp, Ùp) => (7, wÙ). 


= 0, atunci vectorii tangenţi Vp, Wp se numesc ortogonali. 
Din inegalitatea Cauchy-Sehwarz rezultă 


De aceea putem defini unghiul o dintre doi vectori tangenţi nenuli Yp și 
Wp prin (fig. 5) 


7,3 
coso = 0%), pe [0,7] 
Ho iiiw l 


Un sistem ordonat de n vectori unitate, reciproc ortogonali, tangenți 
la R” în P, se numeste reper în punctul P. Dacă (€,, Eo -..3 Eny este Un 
reper în punctul Pe IR”, atunci Y Ù e TIR” putem serie 


T = (7, €.)e, + G, (BIR + bui =- (v, Enen- 


Numerele reale ș; = (T, £,), i= 1,2, ..., n, se numese coordonatele lui Ù 
în raport cu reperul fixat şi sint mărimi algebrice ale unor proiecții. 


Reperul (1,0, ....0)p, (0,1, ...,0)p, ..-,(0,0, ...,1)p se numeşte re- 
per natural, iar coordonatele unui vector în raport cu acest reper se numesc 
coordonate euclidiene. 


. — — i — 

Fie Ug = fyl, + Tosa F a... F Pann 
= a maare ae ; 3 
Un = Fmbi Papa H... H Pann 


n — 1 vectori din TR”. 


mA 2.1. Definitie. Vectorul 
le, Ezaa. En! 
4 | ` i 
pe DXX Da "2 Tan ie TIR”, 
7 A amin 
Fig. 5 P Paa a a] 
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unde membrul doi este un determinant simbolic ce se dezvoltă după prima linie, 
se numeşte produsul vectorial dintre Da, ..., Un. 
_ Evident, Da X ... X V, este perpendicular pe fiecare dintre vectorii 
LET ...9 Un. 

Considerăm acum n vectori v, e T R”. 


2.2. Definitie. Numărul 
(Cirta X cea X Va) 


se numeşte produsul mixt ai celor n vectori. 
Dacă 


7, = (fin Pro +- -s Fra) Va = (Ton Paz -+s Tan) ©- + On = (Tan Tag - 


A POPE pu 
atunci 


|ru Tiz ee. Tin 
(Uis Da X... X Da) = 


Ta Ta 2 Tan i 


Modulul acestui număr reprezintă volumul n-paralelipipedului construit 
pe vectorii de mai sus. E _ E 

În R? reperul natural este ip = (1,0, 0)p, jp = (0,1, 0)p, kp= (0,0, 1)p. 
În acest caz se poate vorbi despre produsul vectorial a doi vectori tangenţi 


Ùp = tu İp +V Jp + Vskp ŞI Wp = W ip + Wade + Wales 
Á = p 

| ip Je kej 

V Da V |, (fig. 6). 

Wi Wz Wa! 


VpXWp = 


2.3. Definiție. O functie V care asociază fiecărui punct P al lui (R* un 
vector V(P) tangent la IR” în P se numește cîmp vectorial. 

Dacă funcţia V este constantă, atunci cîmpul se numește paralel. Mul- 
ţimea valorilor unui cimp paralel se identifică cu un vector liber. 
_,Cimpurile paralele U., Uz. .-, Un definite prin U,(P) = (1,0, ..., 0)p, 
UAP) = (0,1, ..., 0)p,..-, Un(P) = (0,0, ...,1)p, se numese cimpuri 
fundamentale, iar ansamblul lor se numeşte cîmpul reperului natural. 


2.4. Teoremă. Dacă V este un cimp vectorial pe [R”, atunci există n 


Xa funcții reale v; : R” —> R, i = 1, 2, ..., n, astfel încit 


V = nÜ, + vU, +... + CL 7 AR 


æ Funcțiile v, se numesc coordonatele euclidiene ale 
WP cîmpului V. 


Vg Demonstratie. Prin definiție Y asociază lui P un 
Fig. 6 vector V(P) tangent la R” în P. Deoarece partea vec- 


torială a lui Y(P) depinde de P, ea poate fi scrisă în forma (v, (P), 
v(P), ..., 9„(P)) şi astfel obținem funcțiile v; : R” —> R, i = 1, 2, ..., n. În 
plus, Y P, avem 


VIP) = (0(P), 0P), . . -, 0a(P))p = (PXL, 0, ---,0)e + 
+ v (P)(0, 1, ...,0)p + .-- + 0a(P)(0, 0, ..., 1) = 0 (P)U(P) 4 
-o P)UAP) +... + o(P)U,(P). 


Aceasta înseamnă că, Y P, cîmpurile vectoriale Ý şi 5 v; U, sînt egale. Deci 
i=l 
Y = 5 vÜ. Evident funcțiile v; sînt unic determinate. 
în particular, orice vector tangent p se reprezintă în forma Pr = 
"n 
= p2 rU (P ). 
Algebra cîmpurilor vectoriale se construieşte pe baza următoarelor 
operaţii definite punctual : 


(P +W)(P)=F(P) +W(9), 
(LPP) = KP)VP). 


De asemenea, produsul scalar al cîmpurilor vectoriale V şi W se defineşte 
prin 


(7, WXP) = VP), W(P)). 


Produsul vectorial al cîmpurilor Fa, Doiy DA se defineşte prin 
(7: Sh x V, (P)=V (P) X aua X V,(P). Produsul mixt al cîmpurilor 
Vi Vas e -Vn de defineşte prin (Va, Vax... X V, P)=(Y(P)Va(P)x... 
sea X F,(P)). 

Operaţiile definite anterior punctual se pot exprima, prin operaţii asupra 
funcțiilor coordonate ale cimpurilor respective. De asemenea facem 
observaţia că în baza, teoremei 2.4, orice cîmp vectorial V din [R” este echi- 
valent cu o aplicaţie de tipul F : IR” —> IR%. De aceea apare naturală defini- 
tia: F se numește diferențiabil dacă coordonatele sale sînt diferențiabile. 
În continuare presupunem că folosim numai cîmpuri vectoriale diferen- 


țiabile. 

Să presupunem că ne situăm în [R?. În acest caz cîmpul reperului natural 
(i,j, k) este definit prin (fig. 7): 

UP) = îp = (10,0), Î(P)=Ip = (0, 1, 0)p; E(P) = Tip = (0, 0, 1)p- 


Orice cimp vectorial din spaţiu se scrie în forma (fig. 8) 


T = v(a, y, 2)i + dale, 9,20] + vlw, Y, 2) E. 
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(P) (P) 


Piz) y 


MBL y 


Fig. 7 Fig. 8 
În spaţiul R? se poate defini produsul vectorial a două cimpuri V şi wW 
şi anume 


(7 x WP) = P(P) x W(P). 


2.5. Exemplu (fig. 9). Fie gọ o sarcină electrică situată în punctul O. 
Forța Æ cu care sarcina q, acţionează asupra sarcinii q = +1 (unitate 
de sarcină electrică în SI, 1 coulomb = 1A-s) situată în punctul arbitrar 
P este (vezi legea Coulomb) 


E 1 a 
WPa 
dre |F? 
unde 7 este vectorul de poziție al punctului P în raport cu O, iar e este 
permitivitatea mediului în care sint plasate sarcinile. 
Funcția P —> E(P) se numeşte cîmp electrostatic produs de sarcina qo- 
Domeniul pe care este definit acest cîmp este R? — (0). 


i 


$3. Derivata covariantă 


Presupunem că toate funcţiile utilizate sint diferenţiabile (de clasă €”). 

I. Fie D o mulțime deschisă din [R" şi f:D — [R o funcţie reală. Fie 
Pe ID giv un vector tangent la ID în punctul P. Fixăm intervalul I ət 
astfel încit P -+ ty e ID, unde V este punctul corespunzător vectorului v. 
Evident t —> P+iV reprezintă restrieția unei drepte şi dacă f este dife- 
renţiabilă, atunci funcția compusă î —> f(P + tV) este tot diterenţiabilă. 
3.1. Definiţie. Numărul 


DRP) = ČKP + t0) 


|2=0 


se numeşte derivata lui f în raporti cu ù. 
Numărul D.f(P) indică cantitativ schim- 
v 


barea lui f(P) cînd P se mişcă în sensul lui 
d. Dacă v este un versor, atunci D- f poartă 


Fig. 9 numele de derivata lui f după directia v. 
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3.2. Lemă. Dacă Tp = (04; ---; Pap, atunci 


a (P) = (©, VAD) = 4f(P)@), 


DAP) = 0 SEP) H o Hon 


unde Yf este gradientul hti f, iar df este diferenţiala lui f. 

Demonstrația este imediată ca urmare a teoremei de derivare a unei 
funcţii compuse. 

Utilizînd inegalitatea Schwarz 


|D- AP) = |©, VAP) < El vip) 
în care egalitatea are loc dacă şi numai dacă v şi Vf(P) sînt coliniari, 


rezultă că t — Daf(P) are un minim (maxim) egal cu —i v] VAP) 


(respectiv ||T ||| 7f(P)]]) dacă v are sensul și direcţia lui:— yf(P) (respectiv 
Vf(P)). Astfel, — V f(P) (respectiv Vf(P)) indică local direcţia şi sensul în 
care f desereşte (creşte) cel mai repede. 


3.3. Teoremă. Fie f, g : D —> R, 5, we TD şi a,be RR. Avem 


D- = KP) = aD- AP) + bD, fP) 


av+ 


Daaf + bg)(P) = aD, AP) + 00, g(P) 
D- (JIP) = g(P)D- AP) + APD, g(P). 


Demonstratia se bazează pe lema 3.2 şi pe proprietățile gradienților. 
_, Folosind noțiunea precedentă putem defini acțiunea unui cimp vectorial 
V asupra unei funcţii f (ambele definite pe D) ca fiind funcţia cu valori 
reale notată cu D; f şi a cărei valoare în fiecare punct P e ID este numărul 


Dap J.P). Funcţia D; f se numeşte derivata functiei f în report cu câmpul 


V. În particular, pentru cazul n = 3, avem 


a af 
Dj = Tisza ale, Defa 
i dx i ĉy h a 


În baza teoremei 3.3 deducem că derivata D; f are următoarele proprietăți 
PD h = fD; h + gOz h 
D (af + bg) = aD f + bD g 
D(J9) = fD; g + gD T- 
II. Noţiunea pe care o introducem acum generalizează derivata D; f(P) 


și reprezintă o operaţie asupra cimpurilor vectoriale. Fie W un cîmp 
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vectorial definit pe mulțimea deschisă 
„ID din R” şi 7 un vector tangent la ID 
în punctul æ. Considerăm funcția com- 
pusă t-> W(P-+tV) unde 13t este de- 

terminat de condiția P -+ V e D. 


3.4. Definitie. Vectorul 


wP) 


W(P+tV) 


zw D. W(P) = E WP +y) 


t=0 
tangent la ID în punctul P se numește 
derivata covariantă a lui VW în raport cu %. 
Derivata covariantă D, W(P) măsoară rata inițială a schimbării lui 


(P) cînd P se mișcă în sensul lui (fig. 10). 


3.5. Lemă. Dacă W = 10, UA +... + WU, ṣi T este un vector tangent 
la D în punctul P, atunci 


D-W(P) = D. w(P) ÜP) +... + Da w(P)U(P). 


Esi Se observă că, W(P + tV) =w (P + tV) U, (P + IV) + 


kr W,lP + ty) T(P +tV). Pentru a deriva un astfel de cimp în 
y = 0, se derivează coordonatele sale în t = 0. Ținînd seama de definiția 
3.1 lema devine evidentă. 


Proprietățile derivatei covariante rezultă din lema 3.5 şi din proprie- 
tățile derivatei D- J(P) date în teorema 3.3. 


3.6. Teoremă. Fie V şi W două cimpuri vectoriale pe ID, fie 7, ù e TiD 
şi a,be [R. Avem 


Du(aV + bW) = aD, V + bD. W 
DFW) = (D, fW + fD-W 
DP, W) = (DV, W) + (Y, DW). 


Noțiunea de mai sus se poate extinde considerînd derivata covariantă, 
a unui cîmp vectorial W în raport cu cîmpul vectorial V. Rezultatul este 
un cîmp vectorial care se notează cu DW şi a cărui valoare în P este 
Piate Dacă W = wU, +... +w, U, atunci D; W=(D w) Ù, + 

n+ (Dwn) Ün. În baza celor precedente rezultă că DY are următoa- 
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rele proprietăți 


? 


Observaţii. 1) Fie derivata covariantă DW. Rolul lui V este algebric, iar W se deri- 


vează, 


2) Derivatele covariante ale cîmpurilor fundamentale U; i = 1,...,n sînt nule, 


§ 4. Probleme 
1. Fie P = (£p... ., %,)E [R". Să se arate că 
max{jz;h i= Deco n} S UPU < nmax{iz;l, i= în 
2. Să se arate că pe [R” nu există nici o distanță diferențiabilă. 
3. Fie P = (£y... 2p) f(P)= azi +. +t apr, unde œ; > 0, iar @p..., a, este 
o progresie geometrică cu rația r. Să se calculeze D- f(Q) pentru v= (z . "ap Q=(1,.. 1). 


— 


4, Fie cimpurile vectoriale X = xU; +... zU, şi Y = A, Să se determine DY. 
XI 


Capitolul 2 
CURBE 


CURBE ÎN R” 


$1. Definitii şi exemple 


Fie [R” spaţiul euclidian canonic cu n dimensiuni, TIR” spaţiul tangent 
în punctul P la R” şi Jp: R" —> PpIR” izomortismul canonic. Notăm cu T 


11=c,625 33 161 


Baos p=a (t) p=a (£) 


ge 


PR 
ola Jo 9 IÇ A J O 
Fig. 11 Fig. 12 


un interval deschis (alteori închis, semiînchis sau reuniune de intervale) 
din R. 


1.1. Definiţie. O funcţie diferențiabilă aœ:I-—>R” se numeşte curbă şi 
se notează cu a. 

Uneori numai imaginea a(I) este numită curbă. În acest caz « se numeşte 
parameirizare, iar te I se numește parametru. Noi vom folosi ambele accep- 
țiuni ale cuvîntului „curbă”, semnificația decurgînd din context. De ase- 
menea menționăm că deşi considerațiile teoretice se fac în IR” imaginile 
grafice aparțin lui R? sau [R?. 

Observăm compunerea marcată prin figura 11. Rezultă că lui a putem 
să-i ataşăm o funcție şi numai una de tipul & : I — ToIR”, ceea ce permite 
să privim mulțimea «(I) ca fiind descrisă de extremitatea unui vector 
variabil & cu originea fixată în originea O a lui [R”(fig. 12). 

Din definiţia lui «(I) rezultă echivalenţa. : 


Pe a(1)“a tel, P = a(t). 


Dacă raportăm pe [R" la baza canonică, atunci funcțiile « şi & sînt caracte- 
rizate prin coordonatele lor euclidiene: 


a(t) = (X(t), V(t), ..-, Va(t)), tel 
E(t) = mlt), + wti H -e e a(0O te. 


Într-un context în care numai imaginea a(I) este numită curbă, relațiile 
Li = lt), La = Vat), -y Vn = Valt) se numesc ecuaţiile parametrice ale 
curbei, iar & = a(t) se numește ecuația vectorială a curbei. 


1.2, Definiţie. Un punct P al lui a(I) se numeşte simplu dacă există o 
singură valoare te I așa ca a(t) = P. Dacă există mai multe valori distincte 
t astfel încît a(t) = P, atunci punctul P se numește multiplu. 

De exemplu, dacă există numerele î, 4 t, și numai acestea (din I) 
pentru care «(1,) = «(î2) = Q, atunci punctul Q se numeşte dublu (fig. 13). 

Dacă există trei numere distincte t, ta ta şi numai 
acestea (din I) pentru care a(t)=ca(î-)=a(3)=0, 


Q 
< atunci punctul Q se numeşte triplu (fig. 14). 
În general, cardinalul mulțimii «-1(P) se numeşte 
multiplicitatea punctului P. 


Fig. 13 Fig. 14 Dacă toate punctele unei curbe «(7) sînt simple, 
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atunci după definițiile anterioare, aplicația « este injec- 
tivă, De aceea admitem 


1.3. Definiţie.O funcție di ferenţiabilă şi injectivă a : I->IR2 
se numește curbă simplă. 

Să presupunem acum că avem o funcție de tipul 
a: [a, b] > R”. Această funcţie se numeşte diferenţiabilă, 
dacă poate îi extinsă diterenţiabil la un interval deschis 
ce conține pe [4,0]. 

1.4. Definitie. O funcție diferenţiabilă « : [a, b] > IR” pentru care «(a)= 
= a(b) se numeşte curbă închisă (fig. 15). 

Această definiție nu are acelaşi conţinut cu definiţia topologică a unei 
mulțimi închise. Într-adevăr, pentru orice curbă a : [a, b] > IR”, imaginea: 
a([a, b]) este închisă în [R” în sens topologie, deoarece « este implicit o 
funcție continuă, dar aceasta n-are nici o legătură cu condiţia a(a) = a(b). 

O curbă închisă pentru care restricția la [a, b) este injectivă se numeşte 
curbă simplă şi închisă. 

O cwbă a: 1 — [R” se numește periodică dacă există un număr T >0 
astfel încît. t- Te 1, e(t- 1) = a(t) Vie. Cel mai mic număr T 
care se bucură de această proprietate se numește perioada lui «. Se poate 
demonstra că imaginea unei curbe închise admite o reprezentare para- 
metrică periodică. 

1.5. Exemple. 

1) Fie P = (Pp. - -> Pp) Şi Q = (qu. . -s ga) # 0(0,...,0) două elemente fixate în [R”. 

Curba «: R> R”, 


Fig. 15 


a(l) = P + IQ = (P + tly- -+s Pa + tln) 

se numește dreaptă determinată de punctul P = «(0) şi direcția Q. 

Cele n ecuații parametrice %; = p; + tgp t= 1, 2,..., n, sînt echivalente cu n— 1 ecuații 
carteziene în [R”, xı — Pı £a — Pa 

qı d, 
zu convenţia că dacă un numitor este nul, atunci numărătorul respectiv trebuie egalat cu zero. 
„ 
Submulțimea lui [R” caracterizată prin ecuaţia carteziană implicită 3, qi(2;— P) =0 
i=1 

este hiperplanul ce trece prin punctul P şi pentru care Q este o direcție normală. 

2) Graficul unei funcții diferențiabile de tipul f:Z— [R este o curbă în plan deoarece 
acest grafic poate fi privit ca imaginea funcției «: I —> [R?, a(}) = (t, f(0)). O curbă de acest 
tip (fig. 16, 17, 18, 19) nu poate avea puncte multiple, nu poate fi periodică şi nici închisă, 


Y 


y 
[i 
=] 0 z 
i | DZ 
yal” 1 i á ? | z Z 
| e pa gle Curba lui Gauss : pe? Lânţișar j y=z(e Tap 7) 
Fig. 16 Fig. 17 Fig.18 
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33 


Parabola cubică :y=axz? Cercul:a (t)=(cos t, gig ż) 
Fig. 19 Fig. 20 Fig. 21 


deoarece f, # ta implică existenţa punctelor (4; f(44)) şi (fa f(t¿)) care nu pot fi identice (au abscise 
diferite). 

y = f(x) se numeşte ecuația carteziană expliciiăa curbei «: I— [R?, (f) = (i, (Ð) tE I. 

În practică se întîlnesc și curbe de tipul œ : I—> [R?, «(f = (g(), t), tE I, cărora le corespund 
ecuații carteziene explicite de forma z = g(y) (vezi $ 8). 

3) Fie curba « : [0, 27] — [R?, a(t) = (cost, sin t), te [0,27]. 

Deoarece  «(0) = œ(27) = (1,0), curba este închisă. 

Imaginea &«([0, 27]) este cercul cu centrul în origine și de rază unu (fig. 20). Restricţia 
lui œ la [0, 27) este injectivă și deci cercul este o curbă simplă și închisă. 

Să considerăm acum funcţia «: [R > [R2, «(f = (cos t, sin t). Evident, imaginea «([R) este 
tot cercul de rază unu și cu centrul în origine. Observăm însă că în acest caz, «(î) = a(t + 2r} 
şi de aceea, cercul poate fi privit ca o curbă periodică cu perioada T = 2m. În acest sens toate 
punctele cercului sînt puncte multiple. 

4) Ne situăm în spaţiul cu trei dimensiuni și considerăm curbe pentru care cel puţin una 
dintre coordonate este funcția identitate (grafice ale funcţiilor de tipul f: 1— [R?) sau funcţia 
liniară. Ne oprim la cazul a: I— [R?, a(t) = (x(t), y(0), bt) deoarece celelalte situații sînt ana- 
lcage. O curbă de acest tip nu poate avea puncte multiple, nu poate fi periodică și nici închisă 
deoarece î, st t implică «(t) # (îs) —puncte cu cote diferite. 

Pentru concrelizare să considerăm curba descrisă de un punct situat pe o suprafaţă cilin- 
drică de rotaţie și avind o mișcare compusă dintr-o rotaţie în jurul axei cilindrului și o trans- 
laţie de-a lungul acestei axe, cele două mișcări fiind proporţionale între ele, curbă ce se numește 
elice circulară (fig. 21). i 

Presupunînd că mobilul pleacă din A(a, 0, 0) găsim ecuaţiile parametrice ale curbei, + = 
= acosi, y=a sint, z = bt, t e [R,unde z reprezintă translaţia, t rotația, iar b = const. Curba 
întilnește fiecare generatoare a suprafeţei cilindrice x? + y? = a? într-o infinitate de puncte. 
De exemplu, gencratoarea ce trece prin punctul A este întilnită în punctele de cotă z = 2nbr, 
unde n este întreg. 

Arcul de curbă cuprins între două puncte consecutive A(a, 0, 0) și A'(a, 0, 2br) se numește 
spiră a elicei, iar lungimea AA” se numește pasul elicei. 


$2. Tangenta 
Fie « : I —> [R” o curbă. Notăm cu t variabila din I şi a(t) = P, a(t + h)= 
= Q, t+ he I. Construim derivata 
alt +h) -at iim PO. 
h ug h 


h0 


z'() = lim 
1—0 


Vectorul &'(î) cu originea în «(t) = P apare ca 
poziţie limită a vectorului PQ, cind QE a(I) se 
apropie de P şi se numeşte vector viteză (fig. 22). 
Evident «'(t) e Tal”. 

Dacă raportăm pe [R” la baza canonică, atunci : 

a (t) = wilt + saltea + e... H Onlin 
2.1. Definitie. Un punct P = a(t) al curbei a în 


= 2 4 
care &'(t) z 0 se numește punct regulat. Dacăa' (t) + * 


£ 0, V teI, atunci curba a se numește regulată. 

Dacă P este un punct regulat, atunci punctul P și vectorul &'(4) deter- 
mină o dreaptă care apare ca limita dreptei PQ cînd P = a(t) este fix, 
iar Q tinde către P de-a lungul curbei. 


Fig. 22 


2.2. Definiţie. Fie P un punct regulat al curbei a. Dreapta care trece prin P 
și are ca vector director pe &'(i) se numeşte tangenta la curba a în P. 

Hiperplanul care trece prin P și are drept vector normal pe &'(t) se numește 
hiperplan normal la curba «œ în P (fig. 23 şi 24). 

Pentru elementele descrise anterior avem următoarele ecuaţii 


Tangenta ; 2 But) — fa — ful) „Pe — Gali) 


zu(t) w(t) walt) 
Hiperplanul 
normal : (æ, — a(t))æi(t) + (za — DAL)... Plun — Za(t))z,(0) =0. 


Un punct al unei curbe poate să nu fie regulat. De aceea admitem 


2.3. Definiţie. Un punct a(t) = Pe a(I) corespunzător unei valori a lui t 
pentru care œ’ (t) = 0 se numeste punct singular. 

Observăm că dacă v'(t) = 0, Y te JcI, atunci & = 6, V te J, şi astfel 
restricția lui a la J se reduce la un punct. În consecință, dacă « admite 
puncte singulare și nu se reduce la constante pe porțiuni, atunci aceste 
puncte sint în general izolate. Dacă 34m>i aşa ca g'(t) =€" (t) =... 
gută =g "-D(t)=0 şi x™()#0, atunci punctul P corespunzător se numeşte 
punct singular de ordinul m. În vecinătatea unui punct singular de ordinul 
m formula Taylor dă: 


alt 4 h) = ali) + £ Et) + Eh) t4 her cu lim (h) =0. 
. -0 


Normala 


engenta!P 
Fig. 23 Fig. 24 
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Notind P = a(t) şi Q = aţi $ k) avem 


= Umm 1-20 = at) 


i lie Mie 
lira m ! ia d AUI lia m 1 = Th). 


Lui 


Vectorii a(î), &(t $ h) an originea fixată în O, iar vectorii Z'(), Z(t) 
ete. au originea fixată în extremitatea lui &((). Formula Taylor are sens 
pentru vectorii liberi corespunzători celor legaţi. 

Veetorul z(t) se numeşte vector tangent la curba « în punctul singular P. 
Punctul P şi vectorul &((1) definese o dreaptă care este limita dreptei PQ 
cind P = a(t) este fix, iar Q tinde către P de-a lungul curbei. 


2.4, Definiţie. Fie P un punot singular de ordinul m. Dreapta determinată 
de punctul P şi vectorul x(t) se numește tangenta curbei în punctul P. 

Hiperplanul care trece prin P şi are drept vector normal pe &((t) se numește 
hiperplan normal la curba a în P. 

Sumarul definiției 2.4 este următorul 


Tangenta : Zi alt) Da — Dal) __ Pa — Valt) 


(it) aft) O 


, 


Hiperplanul normal: (a, — æ(t)) aft) + (22 — (0) Ap... 
ee e P (Ba — alt) (t) = 0. 


2.5. Observaţii 

1) Dacă a(() = P este un punct regulat, rezultă că într-o vecinătate a lui P, œ este injec- 
tivă. Dacă a(t) = P este punct singular de ordinul m rezultă că œ nu este injectivă într-o 
vecinătate a lui P, 

2) Un punct ai unei curbe poate fi simplu și regulat sau simplu și singular sau multiplu 
și regulat sau multipiu şi singular. 

3) Fie «: I— [R?, B:J—[R?două curbe astfel încit «(7)n 6(J)z0 şi fie PE a(1)n B(J) ua 
punct regulat sau singular de ordinul m. Unghiul dintre vectorii tangenţi la cele două curbe în 
P se numește unghiul celor două curbe. Dacă cei doi vectori sint perpendiculari curbele se 
numesc ortogonale. Dacă unghiul dintre cei doi vectori este zero sau m, atunci curbele se 
numesc tangente. 

4) În cinematică o curbă este privită ca fiind traiectoria unui punct materia! în mișcare, 
În acest caz variabila £ se numește timp, x(I) se numește traiectorie, w(t) se numeşte viteza 
surbei la momentul f, iar &”(f) se numeşte accelerația curbei la momentul t. 


2.6. Orientare 

Pe o curbă dată «(I), presupusă mulțime conexă, se pot stabili donă 
şi numai două sensuri de parcurs (ordine a punctelor curbei care corespunde 
ordinei din I) pe care convenim să le notăm cu + şi —. O curbă e împreună 
cu o alegere a unui sens de parcurs pe a«(i) se numeşte curbă orientată. 

Fie a o curbă regulată. Dacă a'(t) este vectorul tangent la a în a(t) 
atunci este natural să considerăm drept pozitiv acel sens de parcurs pe 
a(I) care să fie coerenț en sensul lui &'(/) și deci cu sensul pozitiv pe tan- 
gentă (vezi orientarea unei drepte). 

Convenim să precizăra oriantarea unei curbe și a tangentei sale prin săgeți 
(fig. 25). 
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+ 
Tangenta 
P 
Fig. 25 Fig. 26 
y 
7 T j 
Fig. 27 Fig. 28 


Dacă a posedă puncte singulare, atunci există situații cînd nu este posi- 
bil să alegem pe curbă un sens de parcurs coerent cu cel de pe tangentă 
(fig. 26). 

2.7. Exemple 

1) Curbele din [R2 care se pot reprezenta printr-o ecuație carteziană explicită y = f(x} 
sînt regulate. Într-adevăr din «(i = (f f(0) construim & = ti + f(0)j și deci &'=i+f'(0i 
nu se anulează, V {E I (fig. 16, 17, 18, 19). 

2) Fie curba plană (fig. 27) 

(0, e/t) 1<0 
a(t) = 3 (0, 0) t=0 
(e-1/t,0) t>0. 


Observăm că în t = 0, aplicația «(t) nu este o imersie. De aceea punctul O (0, 0) este un 
punct singular. Mai mult, observăm că în acest punct singular avem &'(0) =8"(0)= .. .a™(0)}= 
= ... = (0, 0). 

Pentru fiecare m întreg, putem considera curba (fig. 28 pentru m = 1) 


(îm, e1/t) 1<0 
m(t) = 100,0) t=0 
(m + e7 1t, 0} t> 0. 


Observăm că în acest caz avem: 
at (0) = X (0) =... să D0) = BAHN gz. sa (0,0) și ZENO) = (m !, 0). 


Pentru m = 1, originea este un punct regulat (tig. 28). Peateu m > (|, originea este un 
punct singular de ordinul m. 
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(-1sin1) 


“Elg. 29 Fig. 30 
3) Aplicația « : [R— [R° definită prin 
(e 1t, elt sin el/t) t >0 
a(t) = (0, 0) t=0 
(— e™1/t, e1/? sinet) 4<0 
are o imagine cuprinsă între dreptele y = 4 z,avind o infinitate de tangente în (0,0). De 


asemenea, observăm că « este diterenţiabilă și a'(0)=%"(0)=... =3(m(0)=...=(0, 0). De 


aceea originea este un punct singular (fig. 29). Punctele (— 1, sin 1), (1, sin 1) sint puncte 
asimptotice (vezi $ 4). 


4) În [R° considerăm curbe de tipul g: I> [R 3, «(= -(2(), yb, 8). Ele sint regulate. În- 


tr-adevăr avem 4 = ai” + KO +k şi deci &() = z(pi +y (oi +k, care nu se anulează, 
Vie I (vezi fig. 21). 


Aceeași proprietate o au și curbele æ ı I— [R3, «(t) = (x(t) t, 2(0)) sau a(() = q y(t), 26). 
Pentru exemplificare fie curba dată prin 


(6 0, e/t) t<0 
a(t) = 4 (0,0, 0) t=0 
(t e71, 0) t>0. 


Observăm că arcul f < 0 este situat în pianul xOz, iar arcul t > 0 este situat în planui 
zOy (fig. 30). Observăm că æ este o curbă regulată pentru care 


(0) = (140,0), 20) =... = (0) =... = (0, 0, 0). 


$ 3. Cimpuri vectoriale pe o curbă 


Noţiunea de cîmp vectorial pe o curbă este o variantă a noțiunii generale 
de cîmp vectorial. 


Fie «: I —>TR” o curbă şi P = a(t), te I, un punet arbitrar ii său. 


3.1. Definiţie. O funcţie Y care asociază fiecărui teI un vector X(i) 
tangent la R” în punctul a(t) se numeşte cîmp vectorial pe curba æ (fig. 31). 

Evident, viteza x’ este un cimp vectorial pe curba a. Acest cimp se mai 
numeşte şi cîmp tangent la curba « (fig. 32). 


p=o.(£)] 


P= 
Fig. 31 Fig. 32 
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Precizăm însă că spre deosebire de X’, cîmpurile vectoriale arbitrare pe 
a pot să conţină sau nu vectori al căror suport să fie tangent la curbă 
(fig. 31). 

Proprietăţile cîmpurilor vectoriale pe curbe sînt analoage cu cele ale 
cimpurilor vectoriale pe R”. Astfel avem 


EE) = VYE) + YAEL) E ... A YNE), 


funcțiile y; : I -> R numindu-se coordonatele euclidiene ale lui Y. 
Funcțiile compuse ACONES Enl alt), sînt (mpa! vectoriale pe «. 
Aceste cîmpuri vor fi i notate pe “scurt Gü- bi SPOR: pt 


Pentru cîmpurile Fii) admitem definițiile : 

E + Do=Y0 e Za 
(FE = Jo F 

(F, ZX) = (F), Za) 
(Ë x Z0=X0 x Za). 

Evident aceste operații se traduc prin operații asupra coordonatelor 
cîmpurilor. 

3.2. Definiţie. Fie ao curbă regulată şi Ý un cîmp vectorial pe «. Dacă 
(7,3) = 0, atunci Y se numeşte ongi normal la a. 

Deoareee Fi) = y (tyéa + Yht P... 4 Yalt)En deducem că orice 
cîmp Y este echivalent cu o Aplicatia de tipul F : I — IR”. De aceea apare 
naturală definiția: Y se numeşte diferenţiabil dacă coordonatele sale sînt 
diferenţiabile. De asemenea precizăm că derivata unui cîmp Y, 

Sys == 


ên 


r raa r aA 


pp 


este tot un cîmp pe curba «. În particular, derivata Z" a cîmpului viteză 
x’ asociat lui « dă cîmpul acceleraţie. În general acceleraţia nu este dirijată, 
după tangenta la curbă. Avem 


(a + 2) =a Ý 4bŽ', abeR 

(FD =f I+IË 

(F, Zy = PD 4 (F, Z) 

(xr =F xÍ x. 
Penultima formulă arată că dacă (F, Z) = const., 


atunci (Ý¥', Z) + (F, Z) =0. În particular, dacă a 
are lungimea, constantă, atunci Y şi F’ sînt orto- 
gonali în orice punct (fig. 33). Într-adevăr relaţia 
| Ye = = (Č, $) = const., implică (F, Ý'y= 0. 

De aceea dacă ne imaginăm că « este traiectoria Fig. 33 
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Fig. 34 Fig. 35 A Fig. 36 


unui punct material ce se deplasează cu o viteză de modul constant, 
atunci accelerația este un cîmp normal la « (dirijată după normala la 
curbă). 


3.3. Definiţie. Un cîmp Ý se numește paralel dacă coordonatele sale sînt 
constante. 


3.4. Teoremă. Fie curba «:I— [R”, unde I este un interval deschis 
din R. 

1) Curba « este constantă (se reduce la un punct) dacă şi numai dacă 
cîmpul viteză x’ este identic nul. 

2) Curba neconstantă a este o dreaptă dacă și numai dacă cimpul acce- 
leraţie este identic nul (cîmpul viteză este paralel). 

3) Un cîmp Y pe « este paralel dacă și numai dacă Ë =0. 


Demonstraţie. 1) Fie curba Z(î) = z(t)e, + da(l)62 + + Da(t)6 a. Dacă 
P = ly za(t) = Dap +3 F = @a, Vie, atunci a(i) - = ae, + Q63 P 
+. -E anfa şi & (8) = 40, 0, ...,0), Vt. Reciproc, din &'(!) = 6, Vtel, 
= ap. 240) = aa (fig. 34). 5 

2) Fie x(t) = (20 + nijé; P (a2 + lt) +... + (20 + lnt)én Găsim 
a (t=, lls $... Planen Și x(t) = (0, 0, ..., 0). Reciproc, din æi’ (t)= 
= Î; a (6) = 0, ...; ai t) = 0, Yte I, obținem sı = 8 + ht, 8 = 2 p 
> Ii, . Za = 2è -p lut (fig. 35). 

3) Fie F = bë, $ bifa p... $ bud. Rezultă Ý = (0,0, ..., 0). Reci- 
proc, din Y’ = Ö, carii S = 0, dyz iay Ayn = 0, Vie, sau 

dt di dt 
Yı = bis Y2 = bos +. +3 Ya = ba (fig. 36). 


$4. Ramuri infinite 
Fie I un interval deschis (a, b), a poate fi și —oo, iar b poate fi şi 
4$ oo şi a: I —> R" o curbă. 


4.1. Definiţie. Dacă într-o extremitate ty a intervalului deschis I avem 
lira] a)! = 0, atunci spunem că « posedă o ramură infinită. 


"Este evident că « posedă o ramură infinită în extremitatea fọ dacă gi 
numai dacă cel puțin una dintre coordonatele lui « tinde către d co pentru 
t —> i, (adică mulțimea «(I) nu este mărginită în [R"). 
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4.2. Definiţie. Dacă există versorul 
w N: 
u = lim EU 
tat Leo 
atunci direcția sa se numeşte direcția asimptotică a ramurii 
infinite. 

4.9, Definiţie. Fie « o curbă care posedă o ramură 
infinită pentru o exiremitate tọ a lui I şi P = a(t). Dreapta 
D se numeşte asimptotă la ramura infinită dacă (fig. 3T) 

lim (P; D)=0, 


tt 
unde d(P ; D) este distanța de la punciul P la dreapta D. 
Uneori se spune că ramura infinită se apropie asimptotic de D. De ase- 
menea, observăm că proprietatea lim d(P ; D} = Q care defineşte asimptota 


Fig. 37 


D este echivalentă cu a spune că paralela dusă prin P = g(t) la D tinde 
către D pentru t—> t (fig. 37). 


4.4, Teoremă. Dacă D este o asimptotă a unei ramuri infinite, atunci 
direcţia lui D este o direcție asimptotică a ramurii respective. 

Demonstraţie. Fie « o curbă care posedă o ramură infinită într-o extremi- 
tate tọ a lui Z. Presupunem eà această ramură posedă o asimptotă D (fig. 


37). Notăm cu Q proiecția lui P pe D și punem PỌ = 7(:). Prin ipoteză 
avem 


lina] EI = 0 lia Ti) =ð. 


De asemenea notăm cu R proiecția originii o 8 spațiului IR” pe D și punem 


RO = d. Segmentul orientat RỌ reprezintă pe pi) =T 4 x(t) 4+ e(t) şi 
deci versorul asimptotei D este 


m0, 
t> | BOI) 
Pe de altă parte, Y łe I, avem 
BOI — la + EDS < FBW A Dă + 209|. 
Astfel din ua jat) | = œ rezultă lim | BI 00. Aceasta înseamnă 


să în vecinătatea lui ż avem || BH > a Dacă în inegalitățile anterioare 
împărțim cu || B || şi trecem la limită, atunci găsim : 


m EI 
rm TEDI 
Prin urmare 
mE — ina BD jim OSTATO _ i uim i Et) 3, 


m BOI >r TEOL e a ei lati] 


De aici rezultă că dacă asimptota există, atunci ea este unică. 
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4.5. Observaţii 

1) Studiul anterior arată că pentru a decide dacă o ramură infinită posedă o asimptotă 
trebuie mai întîi să vedem dacă ea admite o direcţie asimptotică. 

Dacă ramura nu admite o direcţie asimptotică, atunci ea nu admite nici asimptotă. 

Dacă ramura admite o direcţie asimptotică i, atunci prin P = a(t), se duce o dreaptă Dp 
care are direcţia îi. Dacă Dp are o limită D pentru î— tẹ atunci dreapta D este asimptota 
ramurii considerate. Dacă Dp nu are o limită pentru /— lọ, atunci ramura infinită studiată nu 
are asimptotă. 

2) Pentru studiul ramurilor infinite ale curbelor plane G : f(x, y) = a recomandăm lucrarea 
[18]. 


3) Fie: 1— [R” o curbă și tọ o extremitate a intervalului deschis I. Dacă lim «(f = A, 
t->to 


atunci A se numeşte punct asimptotic al curbei «. 


4.6. Exemple 
1) Să cercetăm ramurile infinite ale foliului lui Descartes, curba « = (x, y) : ((— o0, — 1) U 


3at 3af A 
uU (—1,00))— R°, t= -——, y = . Pentru aceasta calculăm limitele : 
1+8 14t 
lim z(0) =0 lim z(t) = œ lim (f) =— o. 
to co t7-1 in-i 
lim y) =0 limy()=—oc0 lim g(t) = %. 
t-00 tf -1 iN-1 


De aici rezultă că 0(0,0) este un punct asimptotic al curbei care se suprapune peste 
punctul obişnuit £ = 0. De asemenea pentru t—> — 1 se obțin două ramuri infinite. Deoarece 


lim LAS = 


t--—1 r(t) 


—1, 


deducem că ambele ramuri infinite admit aceeași direcţie asimptotică (1, — 1). Pe de altă 
parte 


lim (y(0) + z(0)) = lim >a 


tal sea € ei 


şi astfel avem asimptota oblică y+zr+a=0 (fig. 38). 
2) Să cercetăm ramurile infinite ale elicei (fig. 21), « = (x, y, z) : R> R x = a cos í, 
y = a sint, z = bt. Deoarece lim z(t) = + oo, rezultă că elicea 
Pa i—zco 


Z admite două ramuri infinite. Ambele ramuri au direcţia asimp- 


fr 
E J totică (0,0, 1), direcția axei Oz, întrucît 
Z a(i) D 
TI m a i a 
VA lim — = lim Lu, =0. 


t—4 0 z(t) TT] z(£) 


Evident, dreapta ce trece prin punctul (a cos t, a sin £, bt) şi 
este paralelă cu Oz nu admite o poziţie limită pentru (— + oo. 
De aceea cele două ramuri infinite ale elicei nu admit asimptote, 
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$ 5. Reprezentarea normală 
a unei curbe 


Fiind dată o curbă a : I —> IR” putem 
construi alte curbe care au aceeaşi ima- 
gine cu a dar care parcurg această ima- 
gine cu viteze diferite. 

5.1. Definiţie. Fie I, J două intervale 
deschise ale dreptei reale, ~: I — R” o 
curbă și h : J —> Lo functie diferențiabilă. 
Funcjia compusă p= ao h : J —IR" este o 
curbă care se numește reparamelrizarea hui a prin h (fig. 39). 

În orice moment u din intervalul J, curba f este localizată în punctul 
g(u) = «(h(u)), care este atins de curba a la momentul (u) din intervalul I. 
Astfel B şi « urmează aceeaşi traiectorie dar, în general, cu viteze diferite. 
Practic, pentru a obține coordonatele lui 8 se substituie t = h(u) în coor- 
donatele lui «. | 

Observăm că trecerea de la a la B păstrează multiplicitatea punctelor 
lui «(1) dacă şi numai dacă h este o bijecţie. 

5.2. Exemple 


Fig. 39 


t 
1) Fie arcul de cerc «(f) = (r cos t, r sint), tE (0, 27). Punind u = ctg — găsim repara- 
2 


enetrizarea 
u? — 1 2u 


= (ra -s 


) uE fR. 


T 
2) Fie curba a(t) = (2cos° t, sin 24, 2sin t), te | 0, — |. Observăm că a se obține intersectind 
2 


cilindrul (x — 1} + y? = 1 cu sfera x? + y? + z2 = 4 (fig. 40). 
Punem u = sin t. Reparametrizarea lui œ prin u este 


Bu) = (21 — u?), 2ul| 1—u?, 2u), uE (0,1). 


5.9. Lemă, Dacă f este reparametrizarea lui « prin h, atunci 


- 


AP tu) = E ay tu) 


Pe scurt, 8'= (&'oh)h'. Astfel observăm că dacă W nu se anulează, 
atunci punctele regulate ale lui « sînt puncte 
regulate pentru ß, iar punctele singulare ale lui 
a sînt punete singulare de acelaşi fel pentru $. De 
asemenea rezultă că definiția tangentei într-un 
punct regulat ca şi într-un punct singular de 
ordinul n nu depinde de parametrul ales (direcţia, 
ei rămîne invariantă, iar punctul prin care trece 
este fix). 
Pentru ca bijecţia h:J ->I să fie un difeo- 
t morfism este necesar şi suficient ca derivata h’ 
F `a Să nu se anuleze ; acest lucru rezultă din proprie- 
Fig. 49 tățile de existență şi de diferențiabilitate ale 
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funcţiilor inverse (se ştie : (71y = AE ) Dacă h este un difeomor- 
è o nT 
fism, atunci curbele « şi B se numesc echivalente. 

Precizăm că dacă h' > 0, atunci h păstrează orientarea. 

Fie «: 1 — [R” o curbă regulată dată prin ecuația vectorială & = (t), 
te I şi &'() vectorul viteză la momentul t. Lungimea v(t) = ||&'(î)|| se 
numește viteza curbei la momentul t. 

În fizică, distanţa parcursă de un mobil este determinată prin integrarea 
vitezei sale în raport cu timpul. Geometric, definim lungimea arcului curbei 
regulate « de la i = a la t = b ca fiind numărul i 


b 
l= (w di, a< b, 
a 
iar elementul de are prin ds = v(t) dt. ; 

Există probleme în care ne interesează numai imaginea curbei şi nu ne 
interesează viteza cu care punctul curent parcurge această imagine. Cu 
alte cuvinte ne interesează imaginea din spațiul [R” şi nu parametrizarea 
particulară t —> a(t) care reprezintă această imagine. În asemenea probleme 
se obișnuiește ca « să se înlocuiască printr-o reparametrizare echivalentă 
B pentru care viteza să fie egală cu unitatea. 


5.4. Teoremă. Dacă a: I —> R” este o curbă regulată, atunci există o 
reparametrizare p echivalentă cu « astfel încît p să aibă viteza unu. & 
se numeşte reprezentarea normală a lui «. 


Demonstraţie. Fie a«:I — R” o curbă regulată, adică x'(t) Æ 9, Vie. 

Fixăm ae I şi considerăm funcţia care dă lungimea arcului s: I >J = 
t 

=s(I), s(t)= | ||% (t) ||dt. Această funcție se numeşte abscisa curbilinie (fig. 41). 


Observăm că = |&'(0)||] >0, adică s este strict crescătoare şi deci 


bijectivă ; teorema funcţiei inverse asigură că funcţia inversă s-1:;J—>F 
definită prin t = t(s) are derivata 


z $)— d > 0. 
8 
— (t(s 
F (4(8)) 
Mai mult, inversa t = t(s) este un difeomorfism. De aceea funcția com- 
b M pusă B = ao s7! : J —> [R” sau B(s) = a(t(s)) este 
o reparametrizare alui «, prin funcțiat = t(s), 
p echivalentă cu g (vezi fig. 39 pentru u = s}. 
A Să arătăm că viteza lui ß este unu. Avem 
|a5|_|az atl aerd 
—— | = | -~ -| = 7 = $g 
/ zar ase a 
[1 di 
a t b 
Fig. 41 Astfel abscisa curbilinie a uneì curbe regu- 
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Fig. 42 Fig.43 


late se utilizează pentru obţinerea unei reparametrizări de viteză unu. 
Precizăm că dacă « este o curbă orientată, atunci prin trecerea la 


epoca adi : dt 
reprezentarea normală orientarea nu se schimbă deoarece A >0. 
s 


5.5 Exemple 

1) Fie spirala logaritmică (fig. 42) « : [R —>[R°, «(D)=(ae” t (cos t — sin t), ae”! (cos t+sin t)), 
a >0. Din X'(} = — 2ae~tcos ti — 2ae-tsin tj rezultă că œ este o curbă regulată cu viteza 
a(t) = 2ae-t. Dacă fixăm t = 0, atunci abscisa curbilinie este dată de 


ł t 
s= | o(t)jdt = — 2ae—t| = 2a(1 — e~t). 


0 o 


De aici găsim = 2 , SE (— œœ, 2a) și astfel reprezentarea normală a lui œ este 
a— s 


B:(—00,20)— IR5, 
2a —s : 2a in 1 2a 2a— s x 2a pak 2a 
= —si —— | i 
8C) ( 2 (co Zas T 2 unda rez dia "Zas 


2) Să considerăm acum elicea « : R — [R?, a(t) = (a cost, a sin £, bf). Deoarece ecuația 
vectorială a curbei este î(1) = a cos ti + asin tj + bt k, găsim &'(f) = — asin ti + a cos fj + bh 
şi deci | %0) 1l =æ + 62 = c. Dacă măsurăm lungimea arcului de la t = 0 atunci 


s 
Astfel (= — şi reprezentarea normală a elicei este 
c 


c c 


B:R -> Rs, Bs) = (=) = (- cos a sin, =) A 


$6. Contactul a două curbe 


Fie a, aa: I-—> R” două curbe care au un punct regulat comun Mg 
corespunzător unei valori tọ din interiorul lui I. Fie P = a(t) şi Q = aa(?), 
pentru t dintr-o vecinătate a lui t Formăm vectorul PQ = &, — %ı 
(fig. 43). 
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6.1. Definiţie. Dacă 


PQ =] [i peniru i = 1,..., n —1, n, 
imt (É — to) 70 peniru i =n +i 


atunci se spune că (I) și (T) au în Mo un contact de ordinul n. 

Dacă limita precedentă este zero, Y ie [N, atunci vom spune că o şi 
& au în M, un contact de ordin infinit. 

Formulele lui Taylor 


M t— hF — 
TATAE = ai(t) +... s E TPt) + 


(t En N 


$ (n41)! 


[afr*9(to) 4 Elt — to), i =1,2, 


unde umeli — to) = 0, arată că o $i x au în Mg un contact de ordinul n 


dacă şi ‘numai dacă curba a — a, admite pe M, drept punct singular de 
ordinul n +1 sau dacă şi numai dacă 


afto) = afto) k= 0,1, ..., n, 


aDC) 7 den). 


6.2. Observaţii 

1) Contactul de ordinul n corespunde la ideea intuitivă că în M curbele 4 și Œa au n + 1 
puncte confundate comune. 

2) Curbele a, şi 3 au în punctul regulat comun Mg un contact de ordinul unu dacă şi numai 
dacă au aceeași tangentă. 


CURBE ÎN ÎR2 


$ 7. Tangenta și normala 


Raportăm planul la reperul natural şi considerăm curba «: 1 —> [R2, 
ac) = (x(t), (0). 

Fie P = a(t) un punct regulat al curbei. Se ştie (§2) că dreapta care 
trece prin P şi are ca vector director pe &'(1) se numeşte tangenta la curba a 
în P. Deoarece sîntem în plan, hiperplanul normal se reduce la o dreaptă, 
numită normala curbei. 


7.1. Definitie. Dreapta care trece prin punctul regulat P = a(t) şi este 
perpendiculară pe &'(t) se numeste normala curbei în punciul P (fig. 23). 

ntr-un punct regulat fixat, P = g(t), tangenta şi normala la curbă 
au respectiv ecuațiile : 


æ — ælt) _ y — yl) 
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Dacă P = a(t) este un punct singular de 
ordinul m, se ştie că dreapta care trece prin P 
şi are ca vector director pe 4(t) se numește tan- 
genta curbei în punctul P (vezi definiția 2.4), 
figura 44, 


7.2. Definiţie. Fie P = a(t) un punct singular 
de ordinul m peniru curba «. Dreapta care trece 
prin punctul P gi esie perpendiculară pe aim (t) | 
se numește normala curbei în punctul P (fig. 44). Tig. 44 

Într-un punct singular de ordinul m, P = a(t), 
tangenta şi normala la curbă au respectiv ecuaţiile 


o — at) Y — YO i (a aliam ESE 
zy T gag Se T OA e a=. 


7.3. Observaţie. Segmentul de pe tangentă (normală) determinat de punctul de pe curbă 


şi de intersecția acestei tangente (normale) cu Ox, se numește segment tangentă (normală). 
Proiecţia acestui segment pe Oz se numește sublangentă (subnormală) (fig. 45). 


$ 8. Curbe definite prin ecuaţii carteziene implicite 


Curbele plane pot fi introduse pornind de la funcţii diferenţiabile de 
tipul f : R2— R, (x, y) — f(s, y). Deoarece 


ôf ôf ] 
J(f) = | —, — 
= ae]; 
punctele critice ale funcției f (dacă există !) se află rezolvind sistemul; 
ð 2 
Ip =o, ap) =0, 
9% Oy 


Punctele în care cel puţin una dintre aceste derivate nu se anulează sînt 
puncte regulate. 
Mulțimea 


0 = f-1(c0) = {(%, y) (x, y) € RE, fFe, y) = e, 
C= fixat) 


se numeşte mulţime de nivel constant c sau 
mulțime de ecuaţie  carteziană implicită 
fiz,y)=c. Pe scurt se serie 0: f(x, y) = e. 

Precizăm că în general C conţine atît 


puncte regulate cît și puncte critice ale lui f. PT - segment tangentă 
Fie (Xo Yo)e 0. Mulțimea tuturor punc- Fii- segment normală ` 

telor din C a căror distanță faţă de (£o Yo) ST - subtangentă 

este mai mică decît un număr e >0 se SN- Subnormală 

numește vecinătate a lui (So, Yọ) în O. Fig. 45 
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9.1. Teoremă. Dacă o soluţie (£o Y) a ecuaţiei 
f(x,y) = ce este un punct regulat al aplicaţiei 
f, atunci există o vecinătate a acestui punct 
în care ecuaţia f(x,y) = e defineşte o curbă 
simplă şi regulată (fig. 46). 


Demonstraţie. Ipoteza că P(ao, Yọ) este un 
punct regulat asigură că, în P, cel puţin una 


dintre derivatele EA A nu se anulează. Fia 
da ĉy 


2i cp) z 0. Teorema funcţiei implicite definită 
Fig. 48 y ' 

de o ecuație de forma f(z, y) = o arată că există 
o vecinătate I a lui a în [R și o funcţie diferenţiabilă œ -> y(x) astfel 
incit pentru orice ze I să avem 


IF 
fia -e W22, 
fan =o ae F 

ôy 


Rezultă că porțiunea din O din vecinătatea punctului P este reprezen- 
tată de graficul funcției 2 —> y(x) sau de aplicația a: — 0, a(t) = (t, y(t)), 
şi deci această porțiune este o curbă simplă şi regulată. 

În ipotezele teoremei 8.1 (funcţia f este regulată în punctele lui 0), 0 
este o reuniune de arce simple și regulate în sensul definiţiilor 1.2 și 2.1. 

Dacă f(z, y) este un polinom de gradul n, atunci curba 0 se numește 
curbă algebrică de ordinul n. În particular avem următoarele denumiri : 
“curbe algebrice de ordinul unu (drepte), curbe algebrice de ordinul doi 
(conice), curbe algebrice de ordinul trei (cubice), curbe algebrice de ordinul 
patru (cuartice) ete. 


8.2. Tangenta. Fie P(o Y) un punct regulat al lui C. În baza definiţiei 
din $2 şi a teoremei 8.1, observăm că tangenta la O în P are ecuaţia 


(e — 0)-d (a yo) + (i — 99-A (au) = 0, 
GE oy 


iar normala are ecuația 
0 ci pl r 0 ai 
ô 2) 
aL: (o Yo) KA (Sos Yo) 
dx ôy 


8.3. Observaţii 


1) În situaţii concrete curba C poate fi dată printr-o ecuaţie și prin mai multe inecuaţii 
“în v, y (inecuaţiile precizează o anumită porțiune din plan). 


2) Reprezentarea curbei C (sau a unei porțiuni din C) în forma a(t) = (x(t), y(0)), se poate 
ace prin intermediul teoremei 8,1 sau prin artificii de calcul. 
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3) Fie curba d: I—[R% a(t) = (x(t), v8). În genera! trecerea de la reprezentarea para- 
metrică la reprezentarea carteziană explicită se poate face numai local. Într-adevăr, dacă: 
z'(t0) Æ 0 atunci teorema funcţiei inverse arată că în vecinătatea lui 9 = £(fọ) restricția lui: 
x = x(t) admite inversa t= (x). 

Astfel restricţia lui y = y(t) apare ca o funcţie compusă de tipul y = y(î(2)). 

4) În general dacă există o funcţie f astfel înctt 


f(z(), y(i) = 6 VIEI, 


atunci f(x, y) = e este ecuația carteziană implicită a curbei æ(t) = (x(t), y(0), tE 1. 


ðf» af 
5) Fie C : f(x, y) = c o curbă regulată. Gradientul yt=2L i+ i7 definit pe G, este: 
8z ôy 


un cîmp vectorial normal la C. 


8.4. Exemple. 
1) Dreapta, Ecuația carteziană implicită a unei drepte din plan este ax + by + c = 0,iar 


ecuațiile sale parametrice sint z = xo + lt, y = Yo + mt, tE [R. 
2) Cercul. Cercul de rază r și cu centrul în (£o, yọ)are ecuaţia carteziană implicită (x — t) +- 
+ (Y — Jo)? = r°. Obişnuit cercul se reprezintă prin ecuațiile parametrice y = To -+ T cos f, y = 


= jp +r sin, tE [0, 27). 
x? y? 


3) Elipsa are ecuația carteziană implicită (canonică)— pe —1=0. Ea se poate: 
aè b 
parametriza în forma x = a cost, y = b sint, tE [0, 2r). 
„2 2 
Hiperbola are ecuaţia carteziană implicită (canonică) — — —1=0. Ramura din: 
a b 


dreapta a hiperbolei se poate reprezenta prin z = a ch f, y = b sh t, tE [R. 
2 


Parabola are ecuația carteziană explicită (canonică) ra De aceea ea se poate: 
2p 
e 
parametriza în forma t = — , p= f, tER. 
2p 


$9. Forma unei curbe în vecinătatea unui punct al său 


Fie curba « : I — [R" şi P un punct din «(I). Mulțimea tuturor punctelor 
din «(I) a căror distanţă față de P este mai mică decit un număr e >0 
se numește vecinăiate a lui P în a(]). 

Fie g : I -> R? o curbă din plan, ipoteză care va fi subințeleasă în cele ce- 
urmează. Considerăm un punct particular Pe a(1) aşa ca a(t) = P și 
cercetăm care este aspectul curbei în vecinătatea lui P. În particular: 
cercetăm care este poziţia curbei în raport cu tangenta în acest punct. 

Pentru un k din vecinătatea lui zero, punctul Q = a(t + h), t4hel, 
este în vecinătatea punctului P. De aceea putem folosi formula Taylor 


EE + = 20 + 0 EEN ee HE EON + 20) 


cu lime (7) = 0. Evident, avem PQ = a(t + h) — a(t). 
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Fig. 47 Fig. 48 


Vom face studiul urmărind două cazuri : cazul în care P este un punct 
regulai şi cazul în care P este singular. 

a) P este un punct regulat. 

Prin ipoteză în P avem &'(t) # 9 şi tangenta, în P este definită de punctul 
P și de vectorul ă'(). 


9.1. Presupunem că &'(î) şi &”(t) determină o bază în TplR?. Formula 
Taylor de ordinul doi dă 


SA h? =>; 


Q = ae han + za), limëlh) = d. 
2 2 h0 


2 
Astfel pentru |>| suficient de mic, (E 5) constituie cu aproximație coor- 


donatele vectorului PQ față de baza w’ (t), &' (t). Dacă h trece prin zero, 
atunci prima coordonată își schimbă semnul, iar a doua şi-l păstrează. 

De aceea arcul se află în semiplanul ce conține pe Z''(t) şi traversează 
în P) dreapta determinată de P şi de (1). Ținînd cont că dreapta deter- 
minată de P şi «”’(t) este tangenta la « în P, deducem că arcul are aspectul 
din figura 47. 


9.2. Presupunem că g(t) este coliniar cu &'(î) şi că x'(t) împreună cu (t 
constituie o bază în T-R2. Prin ipoteză 3 re [R aşa ca &”(t) = ra'(1). Astie 
formula Taylor de ordinul trei dă 


== h?) h? a h z = 
P= (r + ro -+ Ert) + Elh), lime (h) = d. 
2 6 6 h0 


2 3 
Pentru |k| suficient de mic h + r£ ~ h, iar (i "y Jeonstitnie cu a- 
i 


proximaţie coordonatele lui PQ în baza &'(t), &” (t). Dacă h trece prin zero, 
atunci ambele coordonate își schimbă semnul. De aceea, la trecerea prin 
P, punctul Q traversează şi tangenta si dreapta definită de P şi ă”"(t). Astfel, 
în vecinătatea lui P, curba are aspectul din figura 48, iar P se numeşte 
punct de inflemiune. 


9.3. Să generalizăm situațiile anterioare. Presupunem că derivatele de 


ordinele 2,3, ... n — 1, sînt coliniare cu &(t) iar x'(t) şi x™®(t) determină 
o bază în TPR? 
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Deoarece V &,1<hk <n, Ire R aşa ca d P(1) = ria (t), formula Taylor 
de ordinul n dă 
h”: 


PỌ = (+r RE oea EF ar 20 + ama E 2), 
* 9 "I Maple Pl n! n! 


lim? (h) = Õ. 
k=0 


: h” : 
De aceea pentru |h] suficient de mic, perechea (E a realizează cu 


aproximaţie coordonatele lui PỌ în raport cu baza &'(t), € (t). 

Rezultă că în vecinătatea lui P avem: dacă n este par, atunci curba 
are aspectul din figura 47; dacă n este impar, atunci curba are aspectul 
din figura 48. 

9.4. Observații 

1) Fie Pun punet regulat al unei curbe «. Dacă, în P, toate derivatele de ordinele 2, 3,... 
„+, n sînt coliniare cu Q'(t), în particular dacă toate sînt nule, atunci nu putem preciza poziția 
curbei în raport cu tangenta cu ajutorul acestor derivate. Tot ce putem spune este că în 
vecinătatea lui P abaterea curbei de la tangentă este mică (fig. 28). 

2) Forma unei curbe C : f(x, y) = c în vecinătatea unui punct regulat (£o, yo) este dată de 
forma graficului funcţiei x— y(x) în vecinătatea lui ty. 


b) P este un punct singular 
Prin ipoteză, în P avem d'(1) = 0. 


9.5. Presupunem că g(t) şi w(t) determină o bază în TR’. În acest caz 
tangenta este determinată de P şi de w(t). Formula Taylor de ordinul 
trei arată că 


— 


h2 r a h? i = 
Q = — Z(t) + — w(t) + — (h), lime(h) = 0. 
2 6 6 h0 


2 3 
În vecinătatea lui h = 0, cuplul ( H, x] constituie cu aproximație 


— 2 
coordonatele vectorului PQ. Prima coordonată i fiind pozitivă, arcul 


aparține semiplanului mărginit de dreapta, definită de P şi «'(i) şi care 


=; 


conține pe «'(t). A doua coordonată £ îsi schimbă semnul cînd h trece 


prin zero. Astfel, în P, arcul traversează tan- 
genta. Se zice că P este un punct de întoarcere pă (4) 
de prima speță (fig. 49). all 


9.6. Presupunem că &'(t) este coliniar cu 
EKUN şi că w(t) şi ®t) formează o bază în 
TPIR?. În acest caz tangenta în P este definită 
de P şi de &'"(î). Deoarece prin ipoteză 3 re IR 
aşa ca X(t) = ră”(t), formula Taylor de or- Fig. 49 


22, 
ka '(£) 
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dinul patru dă 
2 


57 h h? \ hê 
PO = n (4) „| 
Q (riza + ians 


s hê -> . ve -= 
+ A z(h), lim e(h) = 0. 


Astfel pentru |A] suficient de mic, perechea 
he h i i zica 

Fig. 50 (3 a reprezintă, cu aproximaţie coordo- 
natele lui PQ în raport cu baza w(t), 4'0(t). Deoarece, ambele coordo- 
nate sînt pozitive, curba trebuie să arate ca în figura 50 (o ramură 
pentru h negativ, o ramură pentru h pozitiv). În acest caz se spune că 
P este un punct de întoarcere de speța a doua. 


9.7. Generalizind situaţiile anterioare presupunem că : 
TA =... = W-D) = 0, îm) AÙ. 


De asemenea presupunem că, în P, derivatele de ordinul m 4 1, m +2... 

.., n — 1 sînt coliniare cu «™(:) iar z(t) împreună cu &™(t) de- 
termină o bază în TplR2. Deoarece prin ipoteză, Y km < k< n, Irn eR 
aşa ca Q(t) = rom d (t), formula Taylor de ordinul n dă 


PỌ = ($+ pi o 4... p nar n) a(t) 4 r a(t) + €(h)], 
m! (m-+1)! (n— 1)! n! 
lim? (h) = Ö. 
h—0 
Pentru |h| suficient de mic, (p - ) constituie cu aproximaţie 
m! n! 


coordonatele lui PỌ în baza, aleasă de noi. De aceea, situațiile din punctul 
singular P se pot rezuma în tabelul 


m | n | Forma curbei 
par figura 47 
impar 
impar figura 48 
impar | figura 49 
par i | iii 
| par | figura 50 


9.8. Observaţii 

1) Dacă în punctul singular P nu sînt îndeplinite condiţiile din 9.7, atunci nu putem preciza 
care este forma curbei în vecinătatea acestui punct cu ajutorul derivatelor (fig. 27, 28, 29). 

2) Fie curba C : f(x, y) = c şi (To Jo)€ C un punct critic al lui f în care hessiana lui f nu 
este identic nulă. Dacă det d?f(zo, Yọ) > 0, atunci (£o, yo) este un punct izolat al curbei (fig. 51, a); 
dacă det d?f(Te, Yo) <0, atunci (TesYọ) este un punct dublu pentru C (fig. 51,b); 
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Fig. 51 


dacă det d2f(9, Yo) = O atunci (Xo Yo) este un punct de întoarcere pentru C (fig. 51, c). Într-un 
punct dublu sau de întoarcere direcţiile (l, m) ale tangentelor la C sint date de 


2 2 


f Ff 
(To Yo) t MË — (To, Yo) = 0. 
8x9y ôy? 


2 
2 oT (£o Yo) + 2lm 
8z2 


$ 10. Trasarea curbelor plane 


Fie « : I —> R2,a(î) = (x(t), y(1)) o curbă plană. Pentru a desena imaginea 
a(I) c R? în raport cu axele de coordonate este necesar să se urmărească, 
următoarele probleme : 


10.1. Stabilirea domeniului de definiţie I, precizarea punctelor de 
acumulare ce nu aparțin lui J şi calculul limitelor lui i —> æ(t), t —> y(t) 
în aceste puncte. Precizarea punctelor critice (dacă există !). 


10.2. Intersecţii cu axele. 


10.3. Se cercetează dacă œ este o curbă periodică, adică 17 >0, 
alt + T) = a(t), Vie I. Dacă « este periodică, de perioadă T, atunci este 
suficient să considerăm restricția « : [0, T] —> R? 

Din faptul că « este o curbă periodică rezultă că t—> æ(t), t—> y(t) 
sînt periodice avind eventual alte perioade decît a. Dacă i —> æ(t) este 
periodică și are perioada T}, t— y(t) este periodică și are perioada T 
iar Se = Pe Q, atunci « este periodică și are perioada T = qT, = pT}. 

2 q 

Curbele date cartezian explicit prin y = f(x) nu sînt periodice deoarece 
æ = t nu este periodică fiind funcția identitate. Dacă f este periodică, 
atunci curba se deduce prin translație de-a lungul lui Ov din porţiunea ei 
construită pentru o perioadă a lui f. 


10.4. Se cercetează simetriile lui a(1). Dacă Vie I, ave 1 astfel încît 
(1) a(t) = 200, y) = —yl), (2) at) = —z0, yt) = yl), 3) at) = 
= —2(0, y(t) = —y(t), (4) æt) = y(t), y(t) = æt) ete. atunci curba 
este respectiv simetrică față de (1) axa Oz, (2) axa Oy, (3) origine, (4) prima 
bisectoare etc. Se observă că sistemele (1), (2) şi (3) conţin ca un caz parti- 
cular studiul parităţii şi imparităţii funcțiilor t —> æ(t), t —> y(t). 

Dacă Jre jR astfel încît, Vie I, punctul «(r — t) se deduce din «(t) 
printr-o simetrie (în raport cu un punct sau o dreaptă), atunci rezultă 


. t t 
t = r — t ceea ce este echivalent cu a 


= ai Astfel t şi t' sînt simetrice 
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i s ř y ; : n 
în R faţă de a În acest caz trasăm porțiunea din «(I) corespunzătoare 
lui Z n [r/2, 00) iar restul se completează prin simetrie. 
i : : : : 3 azi 
Dacă « (+) se deduce din «(t) printr-o simetrie, atunci rezultă i= 


= = sau i = 1. În acest caz trasăm porţiunea din a(T) corespunzătoare 
lui In ([—1,0)U(0, 1]), iar restul se completează prin simetrie. 


10.5. Stabilirea punctelor regulate. Dintre punctele regulate trebuie: 
precizate punctele de inflexiune şi punctele în care 4, n = 2, 3,... sînt 
coliniari cu w’. 

Stabilirea punctelor singulare şi a tangentelor în aceste puncte (cînd 
există !). Dintre acestea trebuie precizate punctele de inflexiune, punctele 
de întoarcere, punctele singulare de ordinul n în care am m =n + 13 
m+ 2,... sînt coliniari cu d +Ù şi punctele singulare în care 0 = Ü» 
k = L 2. 


10.6. Determinarea punctelor multiple şi a tangentelor în aceste puncte. 
Dacă sistemul 4 Æ ta (4) = ælta), y(t) = Y(t) este compatibil (deter- 
minat sau nedeterminat), atunci soluțiile sale dau punctele multiple. 
Dacă sistemul este incompatibil, atunci curba are numai puncte simple. 


10.7. Alcătuirea tabelului de variație pentru funcțiile t —> æ(t),'t —> y(t)- 


10.8. Stabilirea ramurilor infinite și a asimptotelor (dacă există !). 
Putem întîlni situațiile : 


1) imati) = mhoo, imt =b. În acest caz asimptota are ecuaţia: 


y=b. Pentra a decide poziția ramurii față de asimptotă, din tabel se citeşte 
semnul lui y(t) — b în vecinătatea lui te. 


2) lima(t) = a, limy(t) = soo. În acest caz asimptota are ecuaţia 
t=te tit 


& =a. 
3) IND) = mo, limy(t) = æo. 
Dacă lim-—— i 0, atunci (1,0) este direcție asimptotică. Curba nu 
tta Œ% 


admite asimptotă (ramură parabolică). 
Dacă lim AU — 0, atunci (0,1) este direcţie asimptotică. Curba nu ad- 


tt Y(t) 
mite asimptotă (ramură parabolică). ` 
Dacă lim-Y A =m, atunci (l,m) este direcție asimptotică. Dacă 
Et 


lim(y(t) — ma(t)) = n, atunci curba admite asimptota y = ma + n. Dacă 
lim(g(£) — mg(t)) = doo, atunci curba nu admite asimptotă, (ramură pa- 
rabolioă). 

10.9 Exemplu 

Curba de ecuație x? 4+- y? — Sazy = 0, a >0, se numește foliul lut Descartes. 
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a) Să se găsească o reprezentare parametrică a curbei. 

b) Să se construiască această curbă. 

Solutie 

a) Intersectăm cu dreapta y = tx. Înlocuind în ecuația curbei obținem x2( + t° — 3at) =0. 
Mai întîi avem z? = O, ceea ce corespunde punctului dublu (0, 0). Apoi, pentru t 4 — 1, găsim 


3at 3al? 


z= = 


1B 14 


b) Pentru a construi curba avem de rezolvat mai multe probleme : 
1) Domeniul de definiție. Simetrii. Se vede că tE (—oo, —1)U(—1, oo). În punctele 
de acumulare care nu fac parte din domeniul de definiție trebuie să calculăm limite. Astfel avem : 


lim z()=0 lim q(t) = oo lim x(t) = — œ 
t— +00 tř—1 = 

lim y(t) = 0 lim y(t) = — oo lim y(t) = œ. 
t= 0 tř -1 IN -1 


Observăm că O(0, 0) este punct asimptotic atit pentru t— oo cit şi pentru t—> — oo. Acest 
punct se confundă cu punctul obișnuit t = 0. 
Sistemul 
3at' Baf 


143 1+8 


3al’? 3at 


143 1+8 


este compatibil nedeterminat deoarece este satisfăcut pentru orice t și t din relația tt = 1. 
Astfel curba este simetrică față de prima bisectoare. De aceea este suficient să construim porți- 
unea tE (— 1, 0) U (0, 1], iar restul să completăm prin simetrie, 
2) Puncte regulate. Puncte singulare. Avem 
3a— 6al? — Gat — 3al 


g% = — I = 


apep? (+ e}. 


Din z' = 0s t= EA . Din g= 04 = 0, la = y2. Aceasta înseamnă că foliul lui 
yz 
Descartes este o curbă regulată. 

3) Puncte multiple. 

Avind în vedere semnificația lui / (panta unci drepte), t— — oo și t—> oo dau același punct 
(0, 0) pe curbă (punct asimptotic) care corespunde intersecţiei curbei cu axa Oy(z = 0). Pe 
de altă parte t = 0 dă punctul (0, 0). Astfel originea este punct dublu. 

Sistemul 

(hf 


1+ 148 
arată că nu mai avem și alte puncte multiple. 
Tangentele în O(0, 0) sint axele Oz și Oy. 
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4) Tabelul de variaţie pentru q(t) și y(t) 


3 3_ 
— oo —1 o 12 2 +00 
z + mi Ü ea = 
z co A0 A — N 53 
| 0 7 — 00 2aj 4 aj2 o 0 
r = = 0 Pp ap 
y|o N ox A 3 A SeN 
ma pae 0 a|/2 2a|/4 
5) Ramuri infinite. Asimplote. 
Pentru t 7# — 1 şi £ N — 1 avem ramuri infinite. Deoarece lim W ax 1, rezultă că 
i=—1 x(t) 


ambele ramuri infinite admit direcția asimptetică (1, — 1). Pe de altă parte 


3at 
lim (y(t) + (0) = lim ——=—a 
tal is 1+Ee—t 


și astfel avem asimptota oblică y + z+a=0. 
6) Trasarea curbei (Fig. 52). 


$ 11. Formule Frenet și elemente de teoria contactului 


Fie p:J — R?, B(s) = (z(5), y(s)) o curbă cu viteza unu. Versorul 
tangent este Tis) = = B'(s)= = (2'(8), y'(3)), iar versorul normal N (s) este definit 
prin rotirea lui i T(s) cu 7/2 (fig. 53). Astfel, N(s) = (—y (5), z'(8)). 

Deoarece (T, T) = 1, rezultă (T; 7) = 0 şi deci P = (2,7) este 


perpendicular pe T. Cum avem și N | T rezultă că T” şi “N sînt coliniari. 
Funcţia s — k(s) definită prin ecuaţia Frenet 


T ' = EN 
se numește curbura lui B. Pentru curbele din plan, k(s) e [R și semnul său 
arată cum se încovoaie B(J). 


11.1. Teoremă. Dacă £:J — [R? este o curbă cu viteza unu care are 
curbura k, atunci avem : 


a) Formulele Frenet: T’ = kN, N =—kT. 
b) pan unde ọ este unghiul care dă panta tangentei lui 8 în 
ds 
punctul curent. 
Demonstraţie. a) Seriem pe Ñ” în forma 
V =, DT + (e, AN. 
Găsim (V, Ñ) =0 și (TD) = — (Ñ, Îi) = 
b) Folosim figura 54 şi observaţia că îi fe ai 5 
+ j sino. Fig. 53 
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Deci În = I F, adică p=. 
ds ds 


11.2. Teoremă. Curbura k determină pe 6 ab- 
atracție făcînd de poziţia sa în plan (de o izo- 
metrie). 

Demonstraţie. Tinîind cont de teorema 11.1 
avem 

s 


K = k(s) și deci p = Qo + | tas, 
5 


Fig. 54 


unde o, este unghiul pe care-l face tangenta la curba căutată în punctul 
8 = 3 cu axa Og. Pe de altă parte 


gi astfel 


s 
æ = To + (coso üs, Y = Ya + (sinpas, 
So 


Se 


unde (Lo Yo) este punctul corespunzător lui s = Sp. 
Constantele op, Sos Yo nu sînt esenţiale. Ele depind de alegerea axelor 
de coordonate. Notind l 


s s S 
g = | cosy ds, y’ = | sinvds, } = | k(ajds 
Sg Se Sa 
observăm că 
æ = Ly + gL COS — y’ sino 
Y = Ya + Sing + Y’ Coso 
şi deci o, determină o rotație, iar (o, Yo) determină o translație. 
Dacă oo = 0, Do = Yọ = 0, atunci punctul de la care se măsoară absci- 


sele curbilinii coincide cu originea coordonatelor, iar sensul tangentei 
în acest punct coincide cu sensul lui Og. 


11.3. Teoremă. Dacă u(t) = (æ(t), y(i)), te I este o curbă regulată din 
plan, atunci ; 
TAE RTN E w'y” ae way 


3 Pt AEEA TE , 
ETG 


upe & 3? 
unde Z este operatorul rotațici de unghi —, adică Z(i, 2) = (—ty b) 
2 
; TE y 3 i FO + i 
iar „'” înseamnă derivata în raport cu î. Funcţia Tai :I— {tjie 7, k(t) = 
kj 


=0}—> (0, co) se numeşte rază de curbură. 
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Demonstraţie. Avem &' = vT, R) = caT) = oÑ, a = T + 
4 N şi deci (Z”, A@')) = ho. 

În $6 a fost definită noțiunea de „contact de ordinul n” a două curbe. 

11.4. Teoremă. Curbele æ : y = fi(2), a: Y = fa(7) au în punctul comun 
Mo(%o Yo) un contact de ordinul n dacă și numai dacă 


JEL) = JP); k = 0,1, ...,n 


JED wo) 7 Ha). 


Demonstrație. Curbele œ, și v, au în M, un contact de ordinul n dacă și 
numai dacă ecuaţia f,(2) — fa(2) = 0 admite pe x, drept rădăcină multi- 
plă de ordinul n +1, adică dacă şi numai dacă 


IP) — Jfa) = 0, k=0,1,...,n, 
fata) — 99) + 0. 


11.5. Teoremă. Curbele a: = ælt), y = y(t) C:flz,y)=0 au în 
punctul comun regulat te +> Mo(2o; Yo) un contact de ordinul n dacă și 
numai dacă funcţia compusă t — ®(t) = f(æ(t), y(t)) satisface 


DH (ty) = 0, k=0,1,... n, OPIL) #0. 


Demonstraţie. Fie d (20 Ya + 0. Atunci Ọ este reprezentată într-o 


vecinătate a lui (Lo Yə) de arcul simplu şi regulat a: = w, y = y(s), 
we lI. Restringind eventual pe I reparametrizăm pe « prin æ = æ(t) şi 
găsim op: v = v(t), y = y(æ(t)) = u(t). 

Deoarece f(æ(t), u(t)) = 0 este o identitate într-o vecinătate a lui tos 
prin derivare deducem identitățile : 


ô dæ 3 duj” 
(*) P TERA SFA a) fielt), u(0)) = 0. 
ca di ĉu dt 


În particular acestea sînt adevărate pentru t = tọ. 
Presupunem Că a Și aa au în to +> Mo(Lo Yo) un contact de ordinul n, 
adică 


d*y(t)] dřu(t)] 
kä cai -A ot, = k = 0,1, ...,n 
( ) di it=t di Bă, a ati, 
aaO IEI uita 
ARI hen OA | 
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Curba osculaloare Curba. osculatoare 


n=3, += h=2, n+1=3 
Fig. 55 Fig. 56 
Din (++) şi (=) rezultă că funcţia t -> (t) = fælt), y(t)) satisface 
(=) 
ô dz , 8 dy\® ] 
% PE) [Dr a y(0))| =0 
(asa) (t) (2, de a] fat D 


k = 0,1, n 


mn+D 
ori = (ZEZE) e 
Ă ĉy dtj . 


Reciproc, relațiile (xx) = i implică pe (x), adică a, Şi ap au în to 
+> Mo(2o Yo) un contact de ordinul n. 


11.6. Curbe osculatoare. Fie œ: = (t), y = y(t), te o curbă fixată 
Şi aa :f(z, Y3 Gas Ga -3 Oaza) = 0 o familie de curbe care depind de n +1 
parametri, unde f este o funcție diferențiabilă de n +3 variabile. 

Se pune problema să determinăm din familia «, o curbă care să aibă 
cu a, într-un punct dat, un contact de ordinul n, adică n +1 puncte 
confundate. Această curbă se numeşte osculatoarea curbei a. 

Problema găsirii curbei osculatoare se rezolvă prin înlocuirea lui æ(t) 
şi y(t) în f, aplicarea teoremei 11.5 şi găsirea celor n -+1 necunoscute a; 
ce determină curba osculatoare. Dacă în punctul considerat curba obţinută, 
are cel puțin un contact de ordinul n +1 cu a, atunci ea se numeşte 
supraosculatoare. 

Deoarece curba osculatoare a unei curbe a, este de fapt poziţia limită. 
a unei curbe din familia «, care trece prin n +1 puncte ale lui «atunci 
cînd aceste puncte tind de-a lungul lui a, către punctul dat iniţial, putem 
afirma că : 

a) dacă n = 2k +1, atunci curba osculatoare nu traversează pe a 
în punctul M, (fig. 55), 

b) dacă n = 2k, atunci curba osculatoare traversează pe a în punctul M, 
(fig. 56). 

11.7. Exemple 

1) Dreptele din plan az + by + c = 0 formează o familie de curbe cu doi parametri esen- 
ţiali. De aceea, fiind dată o curbă a se poate determina, într-unul din punctele sale, o dreaptă 
osculatoare (contact ordinul 1—2 puncte confundate) care l en 
este de fapt tangenta la curbă (fig. 57). În punctele singulare Mo Tange- 
ale lui « dreapta găsită este supraosculatoare, 

2) Cercurile din plan (£— Tọ? + (Yy — yo = F? sau 
(T — 0)? — R? = O formează o familie de curbe cu trei parametri 
esenţiali (coordonatele centrului și raza). Fiind dată o curbă 
a(t) = (z(0), u(0) şi un punct pe ea se poate determina un cere 
osculator (contact ordinul 2~ 3 puncte confundate). Fig. 57 


ZO. 


t=ty 
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Pentru determinarea acestui cerc ne folosim de teorema 11.5. Astfel impunem 
“condițiile : 


(G—cP—R=0 
(@'’, & — È) = 0 
E”, t — t) +R =O. 


Ecuația din mijloc dă =u -+ N, unde N este cîmpul normal unitar, iar ultima ccuație 


1 
implică A = — , unde K este curbura lui &. Evident, trebuie impusă condiția k 4 0 în punctul 
k 
> - 1 = se 
considerat. Centrul cercului osculator c = & + — N se află pe N și se numeşte centru de 
k 


1 a că 
curbură. Raza cercului osculator R = — se obţine din prima ecuație și se numeşte raza 
Ik] 
„de curbură a lui œ. Cercul osculator se mai numește și cerc de curbură (tig. 58). 
Explicit, centrul cercului osculator este dat de ` 


z2 + y? „ay 
Do SD Sha 
xy” aa xy s'y” RA xy’ 


iar raza sa este 
(22 + "282 


R ` 
| z'y a: z'y'| 


= Jii Ă 
Curba y = % + — N, care este de fapt locul geometric al centrelor de curbură ale lui &, 
k 


sc numeşte evoluta sau desfăşurata lui «. 

3) Fie o curbă « și un punct pe această curbă. În acest punct se poate determina o para- 
bolă osculatoare care să aibă cu « un contact de ordinul trei; o elipsă sau hiperbolă oscula- 
toare care să aibă cu «œ un contact de ordinul patru etc. 


Fie (a) o familie de curbe din plan reprezentată prin ecuaţia f(s, 7 ; a) = 
= 0, unde f este o funcție diferenţiabilă în raport cu cele trei argumente. 


11.8. Definiţie. O curbă a: I —> R?, «(a) = (æla), y(a)) se numește înfă- 
șurătoarea familiei (a) dacă satisface condițiile : 

1) VPe a(1) se poate indica o curbă unică a familiei care să conţină 
punctul P ca punct regulat şi care să aibă în P un contact de ordinul n > i 
cu a(1). 

2) V curba din familia (a), exisiă un punct regulat P, al său care să apar- 

À fină și lui a(I) și în care cele două 

Familia (a) curbe să mbă un contaci de ordinul 
n >. 

3) Nici o curbă a familiei (a) 

X să mu aibă un arc comun cu «(). 

; Cu alte cuvinte înfăşurătoarea 

este curba la care sînt tangente 

Fig, 58 Fig. 59 curbele din familia (a) (fig. 59). 


190 


11.9. Teoremă. Înfășurătoarea familiei (a) este înclusă în curba definită. 
prin : 
f(z, y; a) =0 


A (æ, y; a)=0. 
ĝa 


Demonstraţie. Prin ipoteză f(z(a), y(a); a) = 0, Va. Derivind rezultă. 
: ; ôf dz , ôf day . 2 . ca A 
identitatea — — + +—=0. Seriem condiţia ca în punctele: 
ôv da yda ĉa 
af 2) i (= 2) 
a E 


comune să avem aceeași tangentă adică vectorii (3 s — 
ês ôy da da 


să fie perpendiculari, 
fae „fă _9 
doda yda ` 
Din ultimele două relații găsim 


8 
— (2,9;0)=0, 
ca 


ceea ce trebuia demonstrat. 
11.10. Exemplu. Să se determine înfășurătoarea curbelor 
f(z, y ; a) = (y — a} — (x — a°) = 0 
Solufie, Alcătuim sistemul 


f(z, y ; a) = (y — a}? — (z — @)}? = 0 
2 (x, y ; a) = — 2(y — a) + 6a(r— a = 0, 
a 


care conduce la y? — q= 0 şi 


9at +1 27aî+1 
u(a) = , g 
( 9a? 27a? ) 


Observăm însă că punctele pentru care y? — z = 0 sînt puncte critice pentru familia (a) adică 


ôf ð 
puncte în care avem f= 0, pia =0, = = 0. De aceea numai curba œ este înfășurătoarea 
z y 


tamiliei (a). 
§12. Curbe plane în coordonate polare 
12.1. Presupunem că planul sOy a fost raportat la un reper polar și 
că punctului (v, y) îi corespunde punctul (p, 6). În această ipoteză, o curbă 
plană mai poate fi dată şi prin ecuația polară, p = [(0). 
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12.2. Fie (ọpọ, 0) un punct al unei curbe date, 
diferit de pol. Unghiul V dintre tangenta în 
acest punct şi raza vectoare corespunzătoare 


este dat de tg V = £ „ Dacă considerăm un 
P 

reper cartezian adecvat: OX este pe raza 

vectoare corespunzătoare punctului (p, 0) iar 

OY este perpendiculară pe OX astfel încît XO Y 

să fie un reper orientat pozitiv, atunci tangenta 

şi normala în (p, 0) au respectiv ecuațiile (fig. 60) 


Y= (Xp) şi LY+X—p=0. 
P 


S3 


Numerele reale OT = & şi ON = p' se nu- 


+ 


p 
mesc subtangentă polară și respectiv subnormala 


polară (fig. 60). 

Dacă curba considerată trece prin pol, atunci 
tangenta în pol face cu Ox unghiul 6, care 
Fig. 61 anulează pe e = f(0). 


12.3. Punctele multiple ale unei curbe date prin p = f(0) se găsesc 
rezolvînd ecuaţiile 


Fe) = f(Ba + 22), f0) = —f(Da +7 + 2hm), kez. 
12.4. Alura curbei se stabileşte cu ajutorul semnului curburii 


p E t2” — ee", 
(p? + p3)? 


Pentru k > 0 corespund puncte în vecinătatea cărora curba se încovoaie 
în sens opus polului, pentru k& < 0 corespund puncte în vecinătatea cărora 
curba, se încovoaie către pol, iar pentru k = 0 obținem de obicei puncte 
de inflexiune. 


12.5. Valorile lui 0 pentru care limita lui p = f(9) este infinită, dau 
direcţiile asimptotice. Fie 0, o direcţie asimptotică. Notăm d= 
= lim sin (0 — 09). Dacă d este finit, atunci curba admite o asimptotă, 


Vo 
a cărei ordonată la origine este d(fig. 61). Dacă d = o, atunci curba are o 
ramură parabolică, 


CURBE ÎN [R2 
$ 13. Tangenta și planul normal 
Raportăm spaţiul la reperul natural şi considerăm curba e: I — R, 
a(t) = (x(t); y(t), z(t)). A 
Curbele din spaţiu se împart în două categorii: curbe plane şi curbe 


strimbe. 
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Fig. 62 


O curbă din spaţiu se numeşte curbă plană dacă Y te I, Ja, b,c, de R 
astfel ca az(t) + by(t) + cez(t) + d = 0. 

Fie P = a(t) un punct regulat al curbei. Se ştie (§ 2) că dreapta care 
trece prin P și are ca vector director pe «'(1) este tangentă la curba « în P. 

13.1. Definiţie. Planul care trece prin P şi are drept vector normal pe ă'(t) 
se numeşte plan normal la curba a în P (fig. 62). 

Într-un punct regulat fixat, P = a(t), tangenta şi planul normal au 
respectiv ecuațiile : 


æ — alt) _ y — yH) _ z — l), — , 2 r 
o 0 70 (2 — a(t) æt) + (9 — yty) + 
+ (2 — 2(0)2(0) = 0. 


Dacă P = a(t) este un punct singular de ordinul m, se ştie că dreapta 
care trece prin P şi are ca vector director pe «™(t) este tangenta curbei 
în punctul P. 


13.2. Definiţie. Planul care trece prin P și are drept vector normal pe a (i) 
se numește plan normal la curba « în P (fig. 63). 


Într-un punct singular de ordinul m, tangenta și planul normal la curbă 
au respectiv ecuaţiile : 


ToO ETID ETO și (o — eeN + (9 — po) + 


am) T y™(t) a(t) 
+ (2 — 2(t))2™(t) = 0. 


§ 1%. Curbe definite prin ecuații carteziene implicite 
Curbele din [R? mai pot fi introduse și pornind de la funcții diferențiabile 
de tipul F = (f, g9) :R?° > R?, F(x, y, 2) = (fi, 9,2), ge, Y, 2)). Deoarece 
E Ac 
IP) = ðw 0y 02 a 
ôg ôg ôg 
ðw ôy 02 


punctele critice ale lui F se află rezolvînd sistemul 


DED o PAD o PEN o, 
Dy, 2) ° Dh, 2) D(x, y) 
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Punctele în care cel puțin unul din aceşti determinanţi este diferit de 
zero sint puncte regulate. Mulțimea 


O = P-i(a,b) = {(%, y, 2) i(%, y, 2) E€ R°, f(z,y,2)=a gle, yY, z2) = b}, 


se numeşte multime de ecuaţii carteziene implicite f(x, y, 2) = a, g(£, Y, 2) = 


Mulțimea C este de fapt intersecția a două mulțimi de nivel constant. 
Ea poate să conțină atit puncte regulate cît și puncte critice ale lui F. 

Fie (£o Yo Zo) € C. Mulțimea tuturor punctelor din C a căror distanță 
față de (£o, Yos Zo) este mai mică decit un număr = > 0 se numeşta> vecină- 
tate a lui (£o, Yo Zo) în O. 


14.1. Teoremă. Dacă (Los Yo; Zo) este un punct regulat din C, atunci 
există o vecinătate a acestui punct în care ecuaţiile 


fix, 3,2) = a, g(x, yY, z) =b 


definesc o curbă simplă şi regulată. 


Demonstraţie. Deoarece ecuaţiile fle, y, 2) = a, g(a, Y, 2) = b reprezintă 
respectiv mulțimi de nivel constant diferite, mulțimea C apare ca fiind 
intersecţia. acestor mulţimi. 

În ipoteza S (Eo Yo Zo) # 0, teorema funcțiilor implicite asigură 

[2 
că sistemul f(x, y, z) = a, g(z,y,2) = b defineşte două funcţii æ —ly(a), 
æ — (x), în vecinătatea I a punctului £o, pentru care 


P(S 9). D(F, 9) 
ay _ D(z, 2) A dz 2 D(z, y4) 
ide D(f; g) dæ  D(f,g) 

D(y, 2) D(y, 2) 


Astfel porțiunea din C din jurul punctului (220; Yos Zo) poate fi gindită 
în mai multe moduri (fig. 64): 

— intersecția a două suprafețe cilin- 
drice (vezi Cap. 3), 

— graficul aplicației hk:I — Rẹ, 
h(x) = (y(x), 2(2)), 

— imaginea lui I prin aplicaţia 
a: = t, y = y(t), z= 24). De aceea 
această porțiune este o curbă simplă și 
regulată. 

În ipotezele teoremei 14.1, mulţimea 0 
este reuniunea imaginilor unor curbe 
simple şi regulate, numindu-se curbă de 
2200 f > |. ecuații carteziene implicite f(x, y,2) = 

e dop ae au ete pa UL N = a, 9(z,y,2) = b. Această denumire 
se păstrează uneori chiar dacă C conţine 
Fig. 64 şi puncte critice. 
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Dacă f şi g sînt polinoame, atunci C se numeşte curbă algebrică. 


14.2. Tangenta. Fie P(2o Yo 20) un punct regulat al lui C. În baza 
definiţiei din $2 şi a teoremei 14.1 deducem că tangenta la Cin Pare 
ecuaţiile 


D(f, 9) D(f, 9) D(f, 9) 
D(Yo; 20) D(20> Vo) D(20 Yo) 


De aceea planul normal corespunzător are ecuația 


D(f, 9) D(f, 9) D(f, 9) 
— to i H — 9) (e — 20) =0, 
zic: RU T 


14.3. Observaţii. 

1) În situaţii concrete curba C poate fi dată prin două ecuaţii și prin mai multe inccuaţii 
in x, y, z (inecuațiile precizează o anumită porţiune din spațiu). 

2) Reprezentarea curbei C (sau a unei porţiuni din C) în forma a(t) = (2(0); y(0), (0) 
se poate face prin intermediul teoremei 14.1 sau prin artificii de calcul. 

3) Fie o curbă din spaţiu dată în forma a(t) = (x(t), y(t), 2(0). Dacă pentru t = fọ avem 
x(t) Æ 0, atunci teorema funcţiei inverse permite să spunem că funcția x = x(t) are inversa 
i = t(2) în vecinătatea lui f. Astfel y = y(t), z = 2(0) apar ca funcții compuse sau pe scurt 
ca funcţii de tipul 

: = y(x) 
z= (x) 


şi deci, in vecinătatea punctului ales, curba apare ca intersecție a două suprafețe cilindrice, 
4) În general, dacă există o funcție F = (f, g) : (R? — [R? astfel încit 


KaD, uO, 2(0) = a gald, y, (0) =h, Vrel, 


atunci f(x, y, z) = a, g(x, y, 2) = b sìnt ecuațiile carteziene implicite ale curbei «(t) = (x(t), 
yu, 20) tel. 
5) Fie C: f(x, y, z3) = a, g(z,y,2)=b o curbă regulată. Gradienții 


definiţi pe C, sint cimpuri normale la C (Exercițiu !). 


14.4. Exemple 
1) Dreapta. Ecuațiile carteziene implicite ale unei drepte din spaţiu (intersecţie de plane) 
sint 


L - ai 
d; axt -+ byte + d =0 mng a bh a Sa 
aat + bay + caz + dg = 0 a ba Ca 


iar ecuaţiile parametrice sint «: <= zo + li, y = Yọ + ml, z= z% + nt, tE R. 
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2) Cercul. De obicei un cere din spaţiu este privit ca fiind intersecția dintre o sferă şi un 
plan : 


, 


C: (E — T0)? + (U — Yo)? + (2 — 2) = r° | azo + byo + Czo + dl ém 
ax + by +e +d=0 yette 


3) Conicele. În general, intersecția dintre un plan Și o cuadrică este o conică în spațiu ; astfel 


a: f(z, y, 2) = 0 
ax + by + ez + d= 0, 


unde f(x, y, 2) este un polinom de gradul doi. 


§ 15. Formule Frenet pentru curbe cu viteza unu 


Inițial vom face citeva observații în legătură cu studiul formei unei 
curbe din spațiu în vecinătatea unui punct al său, studiu care se face în 
același mod ca la curbele plane. Precizăm că în acest caz, figurile 47—50 
ne dau forma proiecției curbei (in general proiecție oblică) pe planul de- 
terminat de cele două derivate necoliniare. 

O mai bună aproximare a formei unei curbe din spaţiu se poate obţine 
utilizind trei derivate liniar independente. De exemplu, presupunem că 
P este un punct regulat şi că %'(î), "(t), v” (t) determină o bază în TIR? 
Utilizind formula Taylor de ordinul trei 


Kara T E mu NH Eh), lim Eh) = T, 


! 2! ! h=0 


ajungem la concluzia că pentru |A| suficient de mic tripletul y, T) 


4 D 
dă cu aproximație coordonatele lui PỌ în baza aleasă. Cind A trece prin 
zero prima şi ultima coordonată își schimbă semnul, iar cea din mijloc 
si păstrează. Astfel, în vecinătatea lui P, arcul se află în același semispațiu 

ti; traversează pe (1), x” (t) şi planul determinat de P, z'(t) şi v” (t) 
(fig. 65). 
Planul determinat de P, &'() şi %”'(t) se numeşte plan oscutator. 
Astfel, în vecinătatea lui P, curba considerată are o abatere de la tan- 
gentă (curbare) şi o abatere de la planul osculator (torsionare). 
j Ne propunem să găsim elementele mate- 
matice care măsoară curbarea şi torsionarea 
unei curbe regulate din [R?. 


15.1._ Fie 8 : J—> R? o curbă cu viteza unu, 


adică || 6 (5) || = 1, V se J. Cimpul f= 5 se 
numește cîmp i tangent unitar al lui B., Deri- 


vind pe (6, È >) =1 deducem (Ẹ”, p) = 0 
şi deci T = p”, P” LB. După raționa- 
mentul făcut în $9, curba p se încovoaie 
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în același sens cu T = p”. Pe măsură ce |&”|] 
creşte, încovoierea lui B crește. În acest fel 7” = 
=p” controlează curbarea lui 8, iar lungimea lui 
T dă _0 măsură numerică a acestei curbări. De 
aceea T” se numeşte cimp curbură, iar funcţia 


k : J — [0, 00), k(s) = || pi (s)]|, se numeşte curbura 
lui $ (fig. 66). 


Presupunem k >0. În această ipoteză cîmpul 


7/5) 5) 


vectorial N = 2 T' se numeşte cîmpul normal principal al lui B. Cimpul Ñ 


indică în fiecare punct sensul în care se curbează £. Evident T(s) şi 


F(s) determină planul osculator al curbei ß. Pentru controlul abaterii 
curbei de la planul osculator (torsionare) în vecinătatea punctului f(s) se 
utilizează versorul normal al acestui plan. De aceea se introduce cîmpul 


unitar E = T x Ñ care se numește cîmp binormal pe B. 
Evident cîmpurile vectoriale T, N, B definite pe $ sînt ortonormate. 
Ansamblul T, NÑ, B poartă numele de cîmpul reperului Frenet pe p, iar 


ansamblul T(s (s), 3), B(s) se numeşte reper Frenet ataşat punctului g(s) 
de pe curbă. 

Acest reper determină un triedru Frenet (mobil) ale cărui muchii se 
numesc respectiv : tangenia, normala principală și binormala. 

Planele de coordonate ale acestui triedru se numesc respectiv plan 
normal, plan rectificani și plan osculator (fig. 67). 

Folosirea cîmpului reperului Frenet în studiul unei curbe regulate ß 
dă mai multe informaţii despre curbă decit ar da folosirea oricărui alt 
cimp de repere. Ideea de bază care pune în evidență utilitatea acestui 


cimp de repere constă i în posibilitatea exprimării derivatelor, T, N’, B' cu 
ajutorul lui È, Ñ, È. Știm că 1” = kÑ. Să arătăm că p' este coliniar 
cu N. Pentru aceasta este suficient să dovedim că (B, B) = 0 ši (B', T) = 

= 0. Prima relație este adevărată deoarece B(s) este un versor. Pentru a 
dem onstra a doua relaţie derivăm pe (È, T) = 0 şi găsim 


(2, 7) 4 (B, T’) = 0 sau (8, T) = —(B, kÑ) = 0. 


Funcţia reală +: — R definită prin 


bn., B' == —-N 
se numește torsiunea curbei (semnul minus este 
glr pin. pus prin convenţie). =(s) poate îi un număr 


negativ, nul sau pozitiv. Ulterior vom arăta 

NA ng. modul în care t măsoară abaterea curbei $ de la 
AS) NS) planul său osculator. 

pl.0. Să exprimăm acum pe N 


T, Ñ, B. Avem 


775) i 


, în raport cu 


Fig. 67 Y = (Ñ', DT +7, N) +, BE. 


Deoarece F(s) este un versor rezultă că (Ñ, Ñ) = 0. Pentru evaluarea 


lui (N'È T) şi (W, È) pornim de la (Ñ, 1) = 0 şi (Ñ, B) = 0 pe care le 
derivăm în raport cu s. Găsim: 


(', T) = — (F, P) = (N, kÑ) = —k, 
(FB) = — (Ñ, B’) = — (Ñ, — F) = <. 


Astfel am demonstrat : 


15.2. Teoremă (formulele Frenet). Dacă 8 : J — [R? este o curbă cu viteza 
unu, cu curbura k >O şi cu torsiunea +, atunci 


T = EN 
N' = —kT -B 
B' = — să, 


15.3. Aproziinarea Frenet. Ne propunem să dăm acum o aproximare 
a unei curbe f în vecinătatea unui punct al său şi cu ajutorul acestei apro- 
ximări să arătăm în ce mod curbura şi torsiunea influenţează forma curbei. 
Pentru aceasta pornim de la aproximarea Taylor 
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B(s) = BO + ; 20) uT 


Pn s? er 
8 (0) ET B'"(0) 


pe care o vom exprima cu ajutorul reperului Frenet în punctul considerat. 
Avem 


Pe de altă parte 


gr (RN) 2 dh N LRN” 
s 
j3 şi folosind formula lui Frenet pentru W găsim 


Dir 97m dk Na D 
p” (0) = — ko1o tas (0) No 4 FoToBo. 


pe Înlocuind în aproximarea Taylor și reținînd 
N, numai partea principală în fiecare componentă 
(puterile cele mai mici ale lui s) obţinem 


Eu! — E 82 > s3 — 
B(s) ~ B(0) + sTo + kyra o F koto Bo 
Notind partea dreaptă cu Ẹ7(s) obținem o 


curbă y:J —> R? numită aproximarea Frenet a 
lui B în vecinătatea lui s = 0 (fig. 68). Precizăm 


că B are aproximări Frenet diferite în puncte diferite. Dacă s = 0 este 
înlocuit printr-un punct arbitrar s = Sẹ atunci în expresiile anterioare 8 
se înlocuieşte cu s — sọ. 

Să examinăm aproximarea Frenet dată anterior. Primul termen în 
expresia lui ¥(s) este chiar punctul 6(0). Primii doi termeni dau tangenta, 
lui $ în B(0): 


s —> B0) +sf,. 


Aceasta este cea mai bună aproximare liniară a lui 8 în vecinătatea lui 
6(0). Primii trei termeni dau parabola 


— = 82 = 
s — B(0) +87 ua raul 


care este cea mai bună aproximare pătratică a lui B în vecinătatea lui 6(0). 
Observăm că această parabolă se află în planul osculator al lui 8 în punctul 
2 


6(0), are aceeaşi formă ca şi parabola y = ko din planul Oy şi este 


complet determinată prin curbura kg. Astfel kọ măsoară abaterea curbei 


de la tangenta în £(0) în sensul lui Ne. 
În final, torsiunea tọ care apare în ultimul şi cel mai mie termen al 
lui 7, controlează abaterea lui 8 de la planul său osculator, în (0), în 


direcţia lui Be. 


§ 16. Formule Frenet pentru curbe cu viteza arbitrară 


16.1. Fie a: I —> 5, t— a(t), o curbă regulată care nu are viteza unu 
şi 8:J —>R?, s— B(s), reprezentarea sa normală. Dacă s:I—>J este 
abscisa curbilinie, atunci 


Vie, a(t) = B(s(t)). 


Dacă ke >0, Tps Te, Xe și B; sînt elementele Frenet pentru B, atunci 
pentru a definim : 

— funcţia curbură: k = kgos, 

— funcția torsiune: = = tgo $, 

— cimpul tangent unitar :$T = Teos, 

— cimpul normal principal : Ñ= F go s, 


— cimpul binormal: B = Bgos 
şi astfel obținem elementele Frenet pentru 
o curbă cu viteza arbitrară (fig. 69). 


16.2. Lemă. (Formulele Frenet pentru o 
curbă cu viteza arbitrară). Dacă «:I — R°? 
este o curbă regulată cu viteza v şi k > 0, 
atunci 
koN 


—koT -+ wB 


II 


T 
N , 
B — wÑ 
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Demonstraţie. Fie B reprezentarea normală a lui a. Prin definiție Tit) = 
= Ta(s()), te I, şi prin derivare găsim 


Tt) = s(t) Tu(s00)). 
Pe de altă parte teorema 15.2 dă 


T(s) = kels) Not). 
Înlocuind pe s cu s(t) și revenind la T(t) deducem 


T'(t) = s'(t) Rest) Nesti) = ott) kit) Ñ). 


Celelalte formule se demonstrează analog. 
_Să exprimăm acum cîmpul viteză şi cîmpul accelerație în raport cu 
T, N şi B. 


16.3. Lemă. Dacă « este o curbă regulată cu viteza v, atunci cîmpurile 
viteză şi accelerație ale lui « sînt date de 


— 


z = vT, z=? Ti ko. 
Demonstraţie. Deoarece T = B(s) găsim 


T(t) =s(0) (st) = olt) Felst) = olt) ZU). 


O nouă derivare dă (fig. 70) 
u” a 74 pa = 7 1 pă. 
dt dt 


Formula care dă accelerația este mai complicată decit formula care dă 
viteza. Prin definiție x” este variația vitezei &' în unitatea de timp şi în 
general se schimbă atit lungimea lui x’ cît şi direcția. 


—r 


dv m E? "ONE d a Au Za 
Componenta tangentială Fr T a lui 4” indică variaţia lungimii lui a”, 
t 


iar componenta normală kv? N indică variaţia direcției lui &'. 
Ne propunem acum să dăm formulele explicite pentru determinarea 
elementelor Frenet. 


16.4. Teoremă. Dacă «: I — [R* este 
o curbă regulată, atunci 


axe 

IE xal, PN 4 xa 
la” a" x al? 

Fig. 70 unde ,,' ” înseamnă derivata în raport cut. 


->p A A 
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=y 


Demonstrație. Deoarece v = |Z’ i| >0, formula 7 = este echiva- 


_ a”! 
lentă cu g’ = vT. 
Folosind lema anterioară găsim 


Deoarece I Bi = 1, k > 0 şi v>0; obținem 
è = æ x g”). 


Această relație arată că pentru curbele regulate condiția k >| 0 este echi- 
valentă cu la x "|| > 0. De aceea, pentru k > 0, vectorii X’ și x” sînt 
liniar independenţi şi determină planul osculator în fiecare punct, ca și 


T Şi N. Rezultă 


te 


ko JZ xg” 


Pentru obținerea pad usile (&' x a”, a'”) este suficient să exprimăm 


pd 


pe x” cu ajutorul lui T, N, B. Avem 
LR do 3_D 
a FT T + bo E S E RR 


-< 


Ceilalți termeni nu ne interesează deoarece (B, $) = 0, (B, N)= 0. 
Rezultă 


(œ x a”, x”) = kutr 


şi deoarece ||% x &” || = ko’, găsim formula pentru ~. 


16.5. Observaţie. Din punctul de vedere al calculului este suficient să folosim aceeași 
literă « atit pentru curba dată inițial cît și pentru reprezentarea ei normală și analog aceleași 
notații pentru elementele Frenet. 


Ş 17. Aplicații ale formulelor Frenet 


În baza rezultatelor din $ 15 și § 16 este suficient să facem raționamente 
numai pentru curbele cu viteza unu (în loc de curbe regulate) şi preferăm 
aceste raționamente deoarece sînt mai simple. 


17.1. Teoremă. O curbă cu viteza unu ß:J —> [R° este o parte a unei 
drepte dacă și numai dacă k = 0. 


Demonstraţie. Deoarece k(s) = | 64) ||, relaţia k = 0 este echivalentă 
cu 6''(8) = 0, VseJ. 


17.2. Teoremă. Fie ß:J —> R? o curbă cu viteza unu pentru care 
k >0. B este o curbă plană dacă și numai dacă z = 0. 


201 


Demonstraţie. Fieţplanul (F — To 0) = 


Dacă 8 se află în acest plan, atunci ( tă — 
— Fo d) = 0. Derivînd, obţinem 


(, a) = @”, a) =0. 


Rezultă că & este perpendicular pe T = fi! şi 


Fig. 71 N= fa Astfel 
= d 
= rara 
a] 


adică BP =0 şi deci t = 0. 

_ Tavers, presupunem rt = 0. Din teorema 15.2 rezultă B'=0 gi deci 
B= dy. Vom arăta că f se află în planul care trece prin 6(0) şi este per- 
pendicular pe B (fig. 71). Pentru aceasta considerăm funcţia, 


f:J—> R, fs) = (Bis) — BO), B). 


Avem i — (5, B)=0 şi deci f(s) = const. Cum f(0)=0, găsim 
8 


(3) = 0. Astfel 
(@(s) — B0), B) = 0, Ys. 


17.3. Teoremă. Fie 8B: J —> [R? o curbă cu viteza unu care are curbura 
k >0 şi torsiunea +. B este o parte a unui cerc de rază + dacă şi numai 
dacă k = const. şi 7 = 0. i 

Demonstraţie. Fie = = 0, adică 8 o curbă plană. Considerăm curba 
>= P+F. Găsim 5 = B + = N= T + > (—kT) = 0. Astfel curba 5 


v 


se reduce la un punct, adică 


Vse, Bo) + =i) = O şi deci 7o — õi =||- F |= 


Rezultă că ß se află pe cercul cu centrul în 0 şi de rază + (fig. 72). 


Invers, fie p o parte a unui cere de rază r. Deoarece 
cercul este o curbă plană avem Bis) = 7 — rN (s) şi 


+ = 0. De aici şi din teorema 15.2 rezultă B'(s) = Tts) 
= —rN'(8) = rkT(s), adică rk = 1 sau k = e i pls) 
r 


În continuare ne vom ocupa de elici cilindrice. 


17.4. Definiţie. O curbă regulată a: I > IR?, t—> a(t) 
al cărui vector tangent unitar Tit) face în fiecare Fig. 72 
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punct un unghi constant cu um versor dat Ñ, adică 
(T(t), i)—cos 9, V te I, se numește elice cilindrică. 
Condiţia impusă nu este afectată de repara- 
metrizare. De aceea ne vom ocupa cu elicea ci- 
lindrică $ :.7/ —> (R? care are viteza unu. 
Fie o curbă cu viteza unu pentru care 
(T, i) = cos. ILuind pe 2(0) drept origine, ERA 
4 3 E k rig.’ 
funcția A(s) = (B(s) — 8(0), u) arată cum se ri- Leige: 
dică B(s) în direcția lui u (fig. 73). Pe de altă parte 


E 
ah 3 8) = (Pa) = cos 
ds 


și astfel 
h(s) = scosb. 


Dacă prin fiecare punct al lui 8 ducem o dreaptă paralelă cu w, atunci 
obținem o suprafață cilindrică pe care se află 8. Considerentele de mai sus 
arată că pentru orice elice cilindrică £ există o curbă ~v astfel încit 


B(s) = F6) + s cos Ot, 


unde abscisa curbilinie s este măsurată, de exemplu, de la zero. Curba y 
se numeşte curba sectiunii transversale a suprafeței cilindrice pe care se află 
B. Ea se află în planul determinat de punctul 8(0) şi de vectorul normal 
ù (fig. 74). De asemenea, dacă curbura lui p este X, atunci un calcul simplu 


arată că funcția curbură a lui y este 


é 
sin? 0 


17.5. Observaţie. Pentru o parametrizare arbitrară avem 
T) = F(A + s(0 cos OT, 
unde s = s(t) este abscisa curbilinie. 


17.6. Teoremă. Fie ß:J — R? o curbă cu viteza unu care are curbura 
k >0 şi torsiunea +. ß este o elice cilindrică dacă şi numai 


dacă EA = const. 
Demonstraţie. Dacă B este o elice cilindrică cu (7,u) = cos, atunci 


0 = (F, üy = (T, ù) = (kÑ, uŭ) = (Ñ, ŭ) = 0. 


Astfel, V se J, îi se află în planul lui (s) şi B(s). 
Deoarece 4 este un versor, avem i = T cos 0+ 
+ B sin 0 şi prin derivare găsim 


0 = i(k cos 6 — sin 6) Ñ > — = ctg = const. 


aja 


Fig. 74 
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Invers, fie T = const. Alegem pe 0 astfel încît <= ctg 0 și construim 


cimpul U = T cosð + Bsin0. Deoarece U” = (I cos6 — zsin0) F = 0, 
rezultă că U este un cîmp de vectori paraleli şi deci el se reprezintă prin 
vectorul 2 astfel încît (T, 4) = cos. De aceea B este o elice cilindrică. 


Un caz particular al elicei cilindrice este elicea circulară. În acest caz 
suprafața cilindrică este un cilindru circular drept, iar secţiunea transver- 
g „ Sin? 0 
sală este un cere de rază . 


A 
17.7 Exemplu. Fie 6: [R —> [R° o curbă cu viteza unu care are curbura k > 0 și torsiunea 
t 0. Să se arate că ßB este o (parte dintr-o) elice circulară dacă și numai dacă k = const. 
și t = const. 
Soluţie. Pentru implicația directă vom da o demonstrație care poate servi ca model pentru 
determinarea elementelor Frenet pentru o curbă cu viteza unu. 


= s s bs 
Fie elicea circulară B(s) = (e cos —, asin —, z) unde c = |/@ +b, a >00, b0. 
c c c 
Avem 
223 = a s a s b 
T(s) = B(s) = | —— sin —, — cos —, —], 
c c c c c 
— — a s a s 
T'(s) = 8” (s) = | — — cos — , —— sin — , 0 
e c c c 
şi deci 
= a a 
k(s) = I Ts) = — = — > 0. 
c2 a + b2 


Deoarece T = EN, găsim 


c c 


— s s 
Fos (s, — sin —, o); 


Astfel, Ya, b, sensul lui N este spre axa cilindrului (fig. 75). Din B = Tx N rezultă 


c e e c e 
şi deci 
b s 
B'(s)= | — cos —, — sin —, 0 
2 c e c 
T Din B' = —N rezultă 


b b 
t(s) = — = 
c a? + b? 


#0. 
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Invers, fie 3 o curbă cu viteza unu pentru care 


z ji 

k = const. > 0 și t = const. 0. Deoarece 
— = ctg ĝ = const., B este o elice cilindrică. 
k 
Deoarece k = const., rezultă că secțiunea trans- 

in? 9 0 I 
versală y este un cerc de rază . De accea f 

k 

al = a 

este o elice circulară. Luind ù = k, k = n 
a -+ b? T 
b Fig. 76 Fig. 77 
T = —— , găsim reprezentarea 
a + b2 


= s s bs 
B(s) = | a cos — , a sin —, — |. 


17.8. Observații. 


1) Curbura și torsiunea determină o curbă din spațiu abstracție făcînd de poziție (adică 
de o izometrie) [33]. Ipoteza esențială care permite demonstrația acestei afirmații este k > 0. 
Chiar dacă k se anulează într-un singur punct, caracterul geometrical curbei se poate schimba 


radical în acest punct. Pentru a pune în evidență acest lucru fie f: [R —> [R o funcție diferen- 
țiabilă care satisface condițiile f(t) = O pentru t < 0, f(t) > 0, f” (t) > 0 pentru t > 0 şi curbele 


(£ 0, [(—5), t<0 (6 f(— 0,0) t<0 
o(t) = < (0, 0, 0), i=0 æa(t) = 4 (0, 0, 0), =0 
(6 FÒ; 0) t>0 (t f(D, 0) t>0. 


Observăm că ambele curbe au aceeași curbură care se anulează numai în t= 0. În t= 0 
nu putem defini torsiunea, dar pentru f 0 ambele curbe au torsiunea nulă. Într-adevăr, 
arcul £ < 0 al lui a, se află în planul zOz, iar arcul t >0 se află în planul xOy (fig. 76). 
Curba &, este în întregime situată în planul zOy (fig. 77). Evident cele două curbe nu pot fi 
suprapuse printr-o izometrie. 

2) Curbele din plan pot fi privite ca niște curbe particulare din spaţiu. Mai restrictiv, orice 
curbă regulată din spaţiu pentru care k > 0 este curbă plană dacă și numai dacă, t = 0. 
De aceea am putea obține elemente Frenet pentru curbele regulate din plan prin particulari- 


zarea noțiunilor introduse în paragrafele precedente. Acest punct de vedere este însă prea 
restrictiv și nu oferă libertatea de care dispunem în plan (vezi $ 11). 


$ 19. Probleme 


1. Fie curba «: [0,z]— [R&, «(t) = (sint, cos? t, 5 sint, 1—3 cos?t). Să se arate că « 
este închisă, iar prelungirea ei «: [R— [R4 este periodică. 


2. Fie curba « : [R > [R4 «(î) = (sin t, 1-+cos t, sin t -+ cos? t, sin? t). Să se arate că punctul 


T 
[1 ( a este regulat, iar tangenta la curbă în acest punct este perpendiculară pe dreapta 
4 


de direcție d = (1, 1, — y2— 2, — 1). Să se determine hiperplanul normal la œ în punctul 
T 

à ( Si: 
4 
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3. Fie Y un cîmp vectorial pe curba a(t) = (sint, 1 1 + cos £ sin £ + cos? t, sin? t). În ticcare 
dintre cazurile următoare, să se exprime Y în forma Se ATA + Vata + Vata + Vata+ 

1) Y() este vectorul cu originea în (1) şi cu extremitatea în originea lui [R4 

2) Y) = (6) — w(t). 

3) Ye) are lungimea unu și este perpendicular pe &'(t), &”'(f) și pe (0. 

4) Yo este vectorul cu originea în a(t) și cu extremitatea în a(t + 7). 


4. Să se cerceteze ramurile infinite și să se determine asimptotele (dacă există) 


S C42 3t 
1) « = (x, y): (R— {1) > R^, (D= > y= 
8—1 8—1 
, 24+ B 
2) æ = (x, y): R > R’, «(i = - ~» 40 = = 
1+2 14e 


1 uA B+ 2 t) 
5. Fie curba cd: (R —{—1, 1) Rë, «() = | —— s , , , y 


t—1 ł—1 ëË—i t+1 t41 

1) Să se arate că punctul (— 1, 0, — 1, 2, 0) se află pe curbă și să se determine tangenta 
şi hiperplanul normal la curbă în acest punct. 

2) Să se cerceteze ramurile infinite ale curbei ṣi să se determine asimptotele (dacă există) 

6. Fie curba c:(0, 9)—[R% «(= qE tfi 1—0. Să se reparametrizeze prin 
h: (0, 2)—> [R, ku) = u’. 

7. Fie curba g: [0,27)— [R?°, a(t) = (2 cos t— cos 2t, 2 sin t— sin 2t). Să se determine 
abscisa curbilinie corespunzătoare originii t = 0 și reprezentarea normală. 


t 
curbă regulată și să se calculeze lungimea arcului tE [2, 3]. 


R sin £ cos £ 
8. Fie curba « :([R — {0})—> [R?, e(t) = ($ di, N a) - Să searate că x este o 
t 


9. Fie curbele : 
aa : [0, 27] > [R%, (t) = (cos 4, sin? t, 2 + sin t, 1 — cos t), 


1 
æ : [0, 27] — R4, ca = (e t, PT cos t, 2 -+ cos t, 1 — sin ) . 


1) Să se arate că sint curbe închise și au un punct comun Mo. 

2) Să se arate că cele două curbe au un contact de ordinul întîi în Mg și să se determine 
unghiul curbelor în Mo. 
2+E B 
? 
1+8 1428 
y determine punctele singulare ale curbei, tan- 

gentele și normalele în aceste puncte. 


10. Să se arate că œ: [R > R? «(i = ( ) este o curbă simplă. Să se 


11. Curba descrisă de un punct M aflat pe 
un cerc de rază r ce se rostogolește (fără alune- 
care) de-a lungul unei drepte se numește cicloidă. 

D T Să se găsească ecuațiile parametrice ale ciclo- 
idei (fig. 78). Să se determine abscisa curbilinie 
și lungimea primei arcade a curbei. Să se calcu- 


Cielaida : z=r(t-sint) leze segmentele tangentă, subtangentă, normală 
uy=r(l-cost),teR și subnormală într-un punct oarecare al cicloidei. 
Fig. 78 12, Să se construiască curbele de nivel con- 
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CR 


y 
= -4 
0 
z 
Astroidă Strofoida 
Fig. 79 Fig. 80 Fig. 81 


stant f1(— 1), 10), f1) pentru f(x, y) = x?—y?. În fiecare caz să se cerceteze în care 
puncte spaţiul tangent va fi [vf(P)]L. 


13. Să se găsească o parametrizare globală pentru fiecare dintre următoarele curbe, orien- 


tate prin , unde f este funcţia definită de membrul sting al fiecărei ecuaţii: 
IVI 
1) ax + by=c, b0. 
x2 y? 
2 — +> =1, až 0, b0. 
a: b2 


3) y— ar =c, az0. 
4) L — p al z>0. 


14. Să se arate că «: [0, 2m] — [R2, a(t) = (4r cos? t, 4r sin? t), (fig. 79), are puncte de 
întoarcere și să se determine tangentele în aceste puncte. 


15. Fie curba G = f1(0) unde f(x, y) = y°x -+ ay? + x? — ax? (fig. 80). Să se arate că 
originea este punct dublu pentru curbă. Să se determine tangentele la curbă în acest punct. 


16. Fie curba C = f1(0), f(x, y) = x? — x? — y? (fig. 81). Să se arate că originea este 
punct izolat al curbei C, 


17. Să se arate că originea este punct de întoarcere pentru curba C = f'1(0), f(x, y) = 
= x? + qy? — 2ay? (fig. 82). 


18, Să se traseze următoarele curbe 
1) Curba Gauss: y = ez ((fig. 17). 


a 
2) Lănţișorul: y = — (ela + e—7/9) (fig. 18). 
2 
3) Parabola cubică: y = ax? (fig. 19). 
4) Curba Agntsi: a2y = 4a?(2a — y) (fig. 83). 
5) Lemniscata Bernoulli : (224 92)24+-202(y2—a2)=0 (fig. 84). 


y y 


Cisoida lui Diocles 
Fig. 82 Fig. 83 Fig. 8% 
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Fig. 85 


6) Curba Lissajous : z = cos 2l, 


cht sh t 
Das, y= — Mig 86). 
t 


8) s = t— i, y = P — t (ig 87). 


19. Să se determine parabola cu axa paralelă cu Oy care are un contact de 


cu curba y = %° în punctul q = 1. 


Fig. 36 
y = sin 3t (fig. 85). 


ordinul doi 


20. Să se determine înfășurătoarea următoarelor familii de curbe: 


const.). 


a 
1) (&— a}? + p——=0. 
2 
T 
2) A i cind a” + gm — am = 0 (a = 
a P 
3) x cosa +y sin a— 1 = 0. 
pP 
4) y= ur 4+ —. 
2a 
21, Să se determine evoluta pentru curbele : 
gx? y? 
ea 
a b? 


2) x = a(t — sin î), y = a — cos t). 


22, Să se construiască curbele (rozetă cu trei foi), 


e = a sin 30 (fig. 88); 


—- 


23. Fie curba (5) = 


3 3 
T, N, B, k, t. 


p=a cos 3G 


g=a sin 28 
Eig. 88 


Fig. 89 
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m 


[= spe @— s)3l2 s 
3 — $ 


ọ = a cos 30 (fig. 89). 


7) se (—1,1). Să se determine 
2 


24, Să se determine abscisa 
curbilinie a curbei 


1): R> R> a) = (cos f, 


sin f, 22), 
2) «:IR— R3 at) = (acht, 

ťi a shi, al), 
Zi A 3): R> Rê a(t) = (t cos t, 


f sin t, 2) luînd ca origine 
punctul în care curba intersec- 
tează planul xOy. Să se găsească 
elementele Frenet T, N, 5, k, 7 și 
să se scrie ecuațiile muchiilor și fe- 
telor triedrului Frenet în acest 
punct. 


1 
25. Se numește curbă Tifeica, curba pentru care — d? = const., unde 7 este torsiunea 
T 


într-un punct arbitrar al curbei, iar d distanța de la un punct fix la planul osculator al curbei.. 
Să se arate că C: xyz = 1, y? = z este o curbă Tițeica. 


Capitolul 3 
SUPRAFEȚE 


ŞI. Noţiunea de suprafață 


Fie spațiul IR? și TIR? spațiul tangent în origine la spațiul [R?. Spațiile R? 
şi TR? sint izomorfe și de aceea de cele mai multe ori le vom identifica. 

O suprafaţă în spaţiu este o submulțime [M a lui [R?, netedă şi cu două, 
dimensiuni. 

Fie ID o mulţime deschisă din (R2. De exemplu interiorul unui dreptunghi, 
al unui cerc ete. 

1.1. Definiţie. O funcție diferenţiabilă, regulată și îinjectivă r: ID — R° 
se numește hartă (de coordonate). 

Imaginea r([D) a unei hărţi r este o submulțime netedă și cu două dimen- 
siuni a lui [R* (fig. 91). Observăm că avem diagrama din fig. 90, unde Jo. 
este izomorfismul canonic dintre [R? și TR”. Astfel lui r putem să-i 
ataşăm o funcţie şi numai una de tipul F : ID -> TIR, ceea cene permite 
să privim mulţimea 7(ID) ca fiind descrisă de extremitatea unui vector 
variabil 7 cu originea fixată în O (fig. 91). 

Din definiţia lui r(ID) rezultă echivalenţa 

Pe r(ID) = (u, v)e D, P = r(u, v). 

Evident, aplicațiile anterioare sînt caracterizate prin coordonatele lor 

euclidiene 
r(u, v) = (x(u, 9), y(u, 2), z(u, 9), (uw, v) e D, 
F = F(u, 0) = (u, oji + ylu, oj] +elu, 0), (u, o)€ D. 

Ipoteza de regularitate se face pentru a asigura netezimea lui r(ID) iar ipo- 
teza că aplicaţia r esteinjectivă asigură că (ID) nu se intersectează cu ea însăşi. 

Pentru a defini suprafaţa plecăm de la ideea că orice regiune suficient 
de mică dintr-o suprafaţă IM trebuie să semene cu o regiune din plan. În 
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Fig. 92 


“particular, la mulțimi deschise din plan trebuie să corespundă mulțimi 
deschise din suprafaţa [M şi invers. Acest lucru este asigurat dacă presu- 
punem că în vecinătatea oricărui punct al său, [M se poate exprima ca 
imaginea unei hărţi proprii. O hartă r: ID —> R° se numește proprie dacă 
funcția inversă 7-1: r(ID) > ID este continuă (Imaginea concretă pentru 
ID poate fi aceea a unei fişii de cauciuc concepută fără margini; în acest 
caz 7(ID) se obţine prin întinderea și îndoirea lui ID). Pentru precizare 
definim vecinătatea U în [M a lui Pe M ca fiind mulţimea tuturor punctelor 
lui [M a căror distanţă euclidiană față de P este mai mică decit un număr 
=> 0. O parte a lui [M se numeşte deschisă dacă odată cu fiecare punct al 
său conţine şi o vecinătate U din [M a acestui punct. 

Hărțile ale căror imagini sînt conţinute în [M se numesc hărți în M. 


1.2. Definiţie. O submulțime IM a lui IR?, care se bucură de proprietatea 
că Y Pe [M există o hartă proprie în IM a cărei imagine să conțină o vecină- 
tate a lui P din M, se numește suprafată (fig. 92). 

Observăm că imaginea [M = r(ID) a unei hărţi proprii satisface definiţia 
1.2 şi deci este o suprafaţă. O asemenea suprafață se numeşte simplă. 
Definiția 1.2 arată că orice suprafață din [R? poate fi concepută ca reu- 
niunea unor suprafeţe simple. 

1.3 Exemple 


1) Sfera este o suprafaţă în sensul definiţiei 1.2. Pentru a pune în evidenţă acest lucru 
„este suficient să considerăm sfera cu centrul în origine și de rază unu (fig. 93) 


M: e+p +H2?2=1. 


Fig. 93 
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Ne propunem să găsim o hartă proprie în [M care să acopere o vecinătatea polului nor 
(0, 0, 1). Prin proiecția fiecărui punct (x, y, z) al emisferei nordice a lui [M pe planul xOy în 
(x, y, 0) găsim o corespondență biunivocă a acestei emisfere cu un disc [D de rază unu din 
planul zOy. Dacă identificăm acest plan cu [R? prin (7, y, O) +> (x, y), atunci ID devine un dise 
din [R° care constă din punctele (u, v) pentru care u? +v? < 1. Exprimind corespondența dintre 
ID și emisfera nordică ca o funcţie pe ID găsim 


r:D> [R?, ro) = (u, v», 1 — u — 2°). 


Să arătăm că r este o hartă proprie. Mai întii observăm că r este o aplicație diferențiabilă 
și injectivă. De asemenea r este și regulată deoarece transpusa matricii Jacobian, 


7) 

1o l 

du 
pia, 

ô 

O 1 LA 

Ov 


are rangul doi, V(u, v)e ID. Deoarece funcţia inversă r: r(D)—ID este dată prin ra, y, = 
= (x, y), rezultă că rt este continuă. Deci r este o hartă proprie. 

Facem observaţia că harta r acoperă o vecinătate a lui P(0, 0, 1) din (M. În mod necesar 
ea acoperă o vecinătate a oricărui alt punct Q din emisfera nordică. 

Analog, putem găsi alte cinci hărți proprii, care să acopere celelalte cinci emisfere ale sferei 
și astfel veriticăm că sfera este o suprafață în sensul definiției 1.2. 

2) Suprafata {M : z = f(x, y). Fie f: ID -> [R o funcţie diterenţiabilă. Graficul său 


IM = {2 y, z)1z = f(x, y) (x, y)e D} 


este o suprafață simplă (lig. 94) deoarece poate fi acoperit de imaginea lui D prin barta pro- 
prie (vezi raționamentul de la sferă) 


r: [D > [R?, r(u, v) = (u, v, f(u, v)). 


O hartă de acest tip se numește hartă Monge, iar despre [M se spune că este dată prin ecuafia 
carteziană explicită z = f(x, y). 
3) Dăm acum un exemplu din care să rezulte necesitatea ca o hartă să fie proprie. 
Presupunem că avem o fișie dreptunghiulară de cauciuc cu ajutorul căreia construim confi- 
gurația [M din figura 95. Configuraţia [M nu este o suprafață în sensul dat anterior deoarece nu 
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satisface cerința ca în vecinătatea oricărui punct să semene cu o porţiune din plan. Într-adevăr 
de-a lungul lui Oz ea seamănă cu intersecţia a două plane. Mai mult, trecerea de la fișia plană 
la [M este continuă în timp ce trecerea inversă nu este continuă deoarece [M trebuie ruptă de-a 
lungul lui Oz. 

Matematic, construcţia anterioară se prezintă astfel : fie [D dreptunghiul deschis — m < 
<u<r, 0<v<1din[R? şir: ID = ÎR? aplicaţia definită prin r(u, v) = (sin u, sin 2u, v). 
Se verifică uşor că r este o hartă (aplicaţie diferențiabilă, injectivă și regulată). Notăm [M = r(D). 


T T T 
Observăm că D = D; U D, v ID, unde ID, = (-> =] x(0, 1), D = T 3) x 
2 2 9 


T 

x(0, 1), ID, = G =) x(0, 1) și deci [M = M: U M: U Ms; unde [M.=1(D,), i= 1, 2, 3. 
2 

Găsim 


(— 2 — arc sin q, 2) (e, y, 2e M: 
r(x, y, z) = (arc sin T, z) (x, y, DE [IM 
(m —arc sins, 2)  (%, y, z2)E€ Ms 


Funcția r”1 nu este continuă în punctele (0, 0, z), 0 < z < 1. Astfel r nu este o hartă proprie 
şi deci M = r(D) nu este o suprafaţă în sensul definiției 1.2. 


4) Suprafete definite prin ecuaţii carteziene implicite. 
Considerăm o aplicaţie diferenţiabilă de tipul f:IR?-—>IĮR. Deoarece 


punctele critice ale acestei aplicaţii (dacă există) se află rezolvind sistemul 


2 ĝ 
A (o, 2) = 0, CI wyg) =0, 
0 ôy 


1 (%, y, 2) = 0. 
ôg 


Punctele în care cel puțin una din aceste derivate nu se anulează sînt puncte 
regulate. 
Cu ajutorul lui f construim mulțimea 


M = f-i(c) = ((, y, 2) |(%, y, 2) € R?, f(®, y, 2) = 06, cE R, c fixat}, 


care se numește mulțime de nivel constant e sau mulțime de ecuaţie carte- 
ziană implicită f(z, y, 2) = e. Pe scurt se scrie M :f(z, y, z) = e. Presupu- 
nem că [M nu este vidă şi precizăm că, în general, [M conține atit puncte 
regulate cît şi puncte critice ale lui f. 

1.4. Teoremă. Dacă [M = f-1(c) este nevidă şi dacă funcția f este regulată 
(submersie) în punctele lui [M = f-:(6), atunci IM este o suprafață. 


Demonstraţie. Pentru W P(z, y, 2) e M, trebuie să găsim o hartă proprie 
care să acopere o vecinătate a lui P din IM. Ipoteza că f este regulată 
în punctele lui [M este echivalentă cu presupunerea că cel puţin una dintre 

af of ôf 
y a 


derivatele parțiale 
GE ôy ôz 


nu este zero în P; fie, de exemplu, 
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ip + 0. În acest caz teorema 


funcţiei implicite spune că în veci- 
nătatea lui P ecuaţia f(x, y, 2)=c 
defineşte pe z ca funcţie de æ 
şi y. Mai precis, există o funcţie 
diferenţiabilă g definită pe o ve- 
cinătate ID a lui (x, y) astfel 
încît (fig. 96) 


(1) V(u,»)e D, (w, v, giu, v))e I 
2 IM, adică flu, v, giu, 2)) = 6, 4 
(2) punctele de forma (u, 2, Ar (x.y,0)-— (z4) 


gu, v)) cu (u, v)e ID constituie 
o vecinătate a lui P în [M. 

Rezultă că harta Monge r : ID —> [R2 definită prin r(u, 2) = (w, v, gfu, v)) 
satisface cerințele din definiția 1.2. Deoarece P este arbitrar în [M, tragem 
concluzia că [M este o suprafaţă. 

Dacă M :f(z, y, 2) = c este o suprafață, atunci spunem că M este definită 
prin ecuația carteziană implicită f(æ,y,z)= e (denumirea de suprafață 
pentru M: fle, y, z) = e se păstrează uneori chiar dacă [M conţine și 
puncte critice ale lui f). 

Dacă f este un polinom de gradul n, atunci [M se numeşte suprafată 
algebrică de ordinul n. În particular avem următoarele denumiri : suprafețe 


algebrice de ordinul unu (plane), suprafețe algebrice de ordinul doi (cua- 
drice) ete. 


y 


Fig. 96 


1.5. Observații. 


1) În situații concrete [M poate fi dată printr-o ecuație și prin mai multe inecuații în x, 
y, Z (inecuaţiile precizează o anumită porțiune din spațiu). 

2) Reprezentarea lui [M (sau a unei porţiuni din [M) în forma x = x(u, v), y = y(u, V), 
z = z(u, v) se poate face prin intermediul teoremei 1.4 sau prin artificii de calcul. 

3) Fie suprafața simplă [M : x =a(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v), (u, v) E ID. în general, tre- 
cerea de la această reprezentare la reprezentarea carteziană explicită se poate face numai local. 
D(x, y) 

D(u, v) 

tatea lui (Uo, Və) restricția lui x = x(u, v), y = y(u, v) admite inversa u = u(x, y) V = 
= v(x, y). Astfel, restricția lui z = z(u, v) apare ca o funcție compusă de tipul z = z(u(x, y), 
D(z, y)). 

4) În general, dacă există o funcție f(x, y, 2) astfel încît f(a(u, v), y(u, v), z(u, v)) = c, Y 
{u, v)e ID, atunci f(x, y, 2) = c este ecuația carteziană implicită a suprafeței [M : z = z(u, v), 
y = y(u, v), z = z(u,v), (u, vje D. 


De exemplu, dacă 


(Uo 00) Æ 0, atunci teorema funcției inverse arată că în vecină- 


§2. Curbe coordonat e 


În acest paragraf vor fi prezentate unele proprietăți ale hărților care 
sînt necesare la studiul unei suprafețe date. 


Fie r: D —> R?, (u, v) —> r(u, v), o hartă. 
Funcțiile parțiale u —> r(u, v) şi v —> r(u, v) sînt curbe cu imaginea în 
r(ID). Explicit, V(uo v) e ID, curba u —> r(u, 9) se numește curba de para- 
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Fig, 97 


metru u sau curba v = vy; curba v —> r(Ug V) se numeşte curba de parametru 
v sau curba u = up (fig. 97). Astfel imaginea r(ID) este acoperită de aceste 
două familii de curbe, care sint imaginile prin r ale liniilor orizontale și 
verticale din ID. Prin orice punct al lui r(ID) trece o curbă din familia (u) 
şi una din familia (v). De aceea uneori pentru aceste curbe se întrebuin- 
ţează denumirea de curbe coordonate. 

Dacă r: D — IR? este o hartă ṣi (uo, vo) € ID, atunci 

(1) vectorul viteză, în ug, al curbei de parametru u se notează cu 
T u(ttos to); 

(2) vectorul viteză, în va al curbei de parametru v se notează cu T a(tto, to). 

Vectorii T,„(Ug 99), Falto 29) se numesc vitezele partiale ale Iui 7 în (tto, 29) 
(fig. 98). 

Astfel F, şi 7, sînt funcții definite pe ID ale căror valori în fiecare punct 
(Uo vo) € ID sint vectori tangenţi la IR? în (to, vo). Indicii u şi o sînt scriși 
pentru a sugera derivarea parţială. Dacă harta este dată cu ajutorul coor- 
donatelor sale 


r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), 2(u, v)), 
atunci vitezele parțiale sînt date de 
Fu = (Vus Yus Za) To = (Dos Yos eh 


cu precizarea că punctul de aplicație al lui 7, și F, este prin convenție 
r(w, v). 

Pentru a testa dacă o submulțime [M a lui [R° este o suprafață, definiția 
1.2 cere hărți proprii. Dar deîndată ce știm că [M este o suprafaţă această 
condiție este de la sine îndeplinită. Într-adevăr, dacă [M este o suprafață 
şi dacă 7: ID —> [M este o hartă în [M, atunci se demonstrează că r este o 
hartă proprie (vezi §5). În probleme de natură lo- 
cală, restricția ca r să fie injectivă poate fi lăsată 
deoparte. De aceea admitem 


Fe (tao) 


2.1. Definiţie. O funcție diferenţiabilă și regulată 
r:D —> R? a cărei imagine se află într-o supra- 
faţă IM fise numește i parametrizare a regiuni t(D) 
din IMî(asttel o hartă este o parametrizare injec- 
Fig. 98 tivă). 
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În acest context u şi v se numesc parametri, relaţiile æ = z(u, v), y = 
= y(u, v), z = z(u, v) se numese ecuaţiile parametrice ale lui r(ID)c IM, 
iar F = F(u, v) se numeşte ecuația vectorială a lui r(ID) IM. În unele cazuri 
”(ID) poate fi întreaga suprafaţă [M. 

Deoarece parametrizările au o mare importanţă în aplicaţii, vom pune 
în evidenţă un mod prin care putem stabili dacă o aplicaţie diferențiabilă 
r: D —> R? este o parametrizare. În primul rind imaginea lui ID prin r 
trebuie să fie în [M. Dacă suprafața M este dată implicit prin f(v, y, 2) = 6, 
atunci funcţia compusă f(r) trebuie să aibă valoarea constantă „c”. 

Pentru a proba dacă r este regulată, considerăm vitezele parţiale 7, şi 
7, și produsul vectorial 


a It J BI 
TuX d | Tu Yu Zu 
p Yo Zr 


Se observă că ultimele două linii dau transpusa matricei Jacobian a lui 7. 
Astfel regularitatea lui r este echivalentă cu Fa XT, # 0, Y(u, v) e D, 
adică cu faptul că vectorii viteze parţiale sint liniar independenți Y(u, v) e D. 


§3. Supraieţe riglate 


Există mai multe moduri de a genera o suprafață. În acest paragraf 
ne vom referi la unul dintre aceste moduri. 

Mai întîi reamintim că o dreaptă D ce trece printr-un punct P, şi are 
direcția B, poate fi reprezentată prin ecuația vectorială 7 = To- 15 
ve R (fig. 99). 

3.1. Definiţie. O suprafață care poate fi generata prin mişcarea unei 
drepte D care se sprijină pe o curbă a: I — R? se numește suprafată riglată. 

Dreapta D se numeşte generatoarea suprafeței riglate (fig. 100). 

Avind în vedere ecuaţia vectorială a unei drepte, rezultă că o suprafață 
riglată poate fi parametrizată întotdeauna sub forma 


F(u, v) = E(u) + vlu), (u, ve D =I x R, 


cu precizarea că punctele în care 7, X 7, = 0 nu sînt incluse în mulțimea 
pe care o numim suprafață. 

n cazurile concrete v se poate restringe la un anumit interval şi de aceea 
în aceste cazuri generatoarele sînt segmente de dreaptă. De asemenea 


uneori se convine ca 6 să fie privit ca un cimp vectorial definit pe curba «. 


Fig. 99 Fig. 100 
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1). Suprafete cilindrice. Dacă generatoa- 
rea D se mişcă păstrind aceeaşi direcţie, 
atunci suprafața riglată se numeşte supra- 
fată cilindrică. Curba « pe care se sprijină D 
se numește curbă directoare (fig. 101). 

O suprafaţă cilindrică admite o parame- 
trizare de forma 


F(u, 0) = atu) +08, 


unde b este un vector cu coordonate con- 
stante. 

În continuare, prin P(z,y,2), Q(x, y, z), R(x,y,2) vom înţelege poli- 
noame de gradul unu în trei variabile. 

3.2. Teoremă. O suprafaţă cilindrică cu generatoarea paralelă cu dreapta 
D: P(x, y,2) = 0, Q(4,y,2)=—0 este caracterizată printr-o ecuaţie de 
forma f(P, 0) = 0. re 

Demonstraţie. Mulțimea dreptelor paralele cu dreapta D este reprezen- 
tată analitic prin 


(1) 


Fig. 101 


ri B (u, w) e R°. 


Q =w 
Condiţia ca dreptele (1) să se sprijine pe curba 
(2) æ = g(t), y = y(t), 2—a2ti), tel, 
se obține eliminînd pe v, y, z, t între cele cinci ecuații (1) şi (2). Se deduce 
fiu, w) = 0 şi deci 
(3) KP, 9) = 0. 


Reciproc, fie [M submulţimea punctelor din spațiu caracterizate printr-o 
ecuaţie de tipul (3). Dacă planele P = 0 și Q = 0 determină o dreaptă 
şi dacă [M nu conţine puncte critice ale lui f, atunci [M este o suprafaţă 
cilindrică. Într-adevăr, pentru orice soluţie reală (æ, y,2) a lui (3) există 
două numere reale u și w asa ca P(x, Y, 2) = u, Q(x, Yy, z) = w. Această 
intersecție reprezintă o dreaptă paralelă cu D: P =0, Q =0, iar u 
şi w verifică condiția f(u, w) = 0. Deoarece w este funcție de u (teorema 
funcțiilor implicite !), rezultă că [M admite parametrizarea 


F(u, v) = a(u)+ vB, unde P dă direcția lui D. 


3.3. Observaţie. Suprafețele cilindrice cu generatoarele paralele cu axele Oz, Ox, Oy, 
se pot caracteriza, respectiv, astfel 


M: fez, y) = 0, M: f0 2) = 0, M: fe, x) = 0. 


2) Suprafete conice. Dacă generatoarea D se mișcă trecînd printr-un 
punct fix V, atunci suprafața riglată se numește suprafață conică. Curba 
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pe care se sprijină D se numeşte curbă 
directoare, iar punctul V se numeşte vîrf 
(fig. 102). 

O suprafaţă conică admite o parame- 
trizare de forma 


F(u, v) = € + Blu), 


unde & este un vector cu coordonatele 
constante a cărui extremitate este 
virful V (virful nu aparţine mulţimii pe 
care o numim suprafață conică). 


3.4. Teoremă. Fie [M o suprafață co- 
nică cu virful Fig. 102 


V: P(x, 4,2) = 0, Q, y, 2) =0, R(x, y, 2) = 0. 


Mulțimea M — {(%, y, z) | R(x, y, z) = 0}, este caracterizată analitic printr-o 
ecuație de forma : 


Demonstraţie. Mulțimea dreptelor ce trec prin punctul fix V şi care nu 
aparțin planului R(x, y, 2) = 0 este reprezentată prin 


(4) P — uR = 0, Q — wR = 0, (u,w)e R? 


: Condiția ca aceste drepte să se sprijine pe o curbă de ecuații (2) se obține 
eliminînd pe v, y, 2, t între cele cinci ecuaţii (2) şi (4). Se deduce f(u, w) = 0 
şi deci 


(5) Aea £) Er 


Reciproc, fie M mulțimea punctelor din spațiu caracterizate printr-o 
ecuație de tipul (5). Dacă planele P = 0, Q = 0, R = 0 determină un punct 
şi dacă [M nu conține puncte critice ale lui f, atunci [M este o suprafaţă, 
conică. Într-adevăr, pentru orice soluție reală (~, y,2) a lui (5) există 
două numere reale u și w așa ca P(x, Yy, z) — uR(z,y,2) = 0, Q(x, y, z) — 
—wR(x, y, z)=0, iar u şi w sînt legați prin relația f(u, w)=0. Deoarece w 
se exprimă local prin «u, rezultă că suprafața admite parametrizarea 


F(u, 0) = € + vpu), 
unde & dă virful. 
3.5. Observație. Din ecuația (5) se poate deduce o ecuație omogenă în trei variabile 


g(P, Q, R) = 0 şi reciproc. De aceea, în general, o ecuație omogenă de tipul g(P, Q, R) = 0 
unde P = 0, Q = 0, R = 0 determină un punct, reprezintă o suprafață conică. 
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3) Suprafete  conoide. O suprafață riglată gene- 
rată de o dreaptă D care se sprijină pe o dreaptă 
fixă A (axă) şi pe o curbă « (curbă directoare), se 
numeşte conoid (fig. 103). 

Dacă A este luată drept axă Oz, atunci conoidul 
admite parametrizarea 


"(u, v) = (u cos O(v), w sin 0(0), 4(o)). 

Un conoid a cărui generatoare rămine paralelă 
cu un plan fix P se numește conoid cu plan di- 
rector. Acest conoid admite o parametrizare de 
forma 

Fig. 103 r(u, v) TR x(u) + vB(u), 
unde £|P şi (Œ — B)IA. 

3.6. Teoremă. Fie [M conoidul cu planul director P = 0 gi cu axa A: Q = 
= 0, R = 0. Mulțimea M — (2, 9,2)|P(z,y,2) = u, R(æ, y, 2) = 0} este 
caracterizată analitic printr-o ecuație de forma 


(eg) 


R 


Demonstraţie. Abstracţie făcînd de dreptele D: P =u, E= 0, mul- 
timea dreptelor paralele cu P şi care întîlnesc pe A este reprezentată ana- 
litic prin 


P=u 
© (nana RE 


Condiţia ca aceste drepte să se sprijine pe o curbă « de ecuaţii (2) se obţine 
eliminînd pe v, Y, 2, t între cele cinci ecuaţii (2) şi (6). Se deduce f(u, w) = 0 
şi deci 


(7) f (2, £$) —0. 


Reciproc, tie IN submulţimea punctelor din spaţiu caracterizate printr-o 
ecuaţie de tipul (7). Dacă P = 0 este ecuaţia unui plan care taie dreapta 
A:Q =0, R = 0 şi dacă N nu conține puncte critice ale lui f, atunci IN 
este un conoid. Într-adevăr, pentru orice soluție reală (x, 4,2) a lui (7) 
există două numere reale u, w așa ca P = u, Q — wR = 0 cu f(u, w) = 0. 


§4. Supraieţe de rotație 


4d. Definiție. O suprafaţă care poate fi generată prin rotația unei curbe C 
în jurul unei drepte fixe D, numită ază de rotaţie, se numeşte suprafață 
de rotaţie. 

Fie P(x, y,2) = 0 planul perpendicular pe axa D şi E(x, y, 2) =0 o 
sferă cu centrul pe D. Avem 


4.2. Teoremă. O suprafaţă de rotaţie cu axa D este caracterizată, printr-o o 
ecuaţie carteziană implicită de forma f(P, D) = 0. 
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Demonstraţie. Orice punct de pe curba C 
se va deplasa într-un plan perpendicular pe 
axă, P =u și va descrie un cere cu centrul 
pe axa de rotaţie (fig. 104). De aceea su- 
prafața de rotaţie poate fi privită ca fiind 
locul geometrie al cercurilor cu centrele 
pe D, care trec prin O şi ale căror plane 
sint perpendiculare pe] D. Astfel sistemul 


È (x, 7,2) =w, w>0, 
Pla, y,2) =u 
s = ælt), y = y(i) 2 


trebuie să fie compatibil. Eliminind pe æ, y,z,t rezultă f(u, w)=0 şi 
deci [M:f(P, 2) = 0. 

Reciproca este evidentă. 

Cazul cel mai des întilnit este acela în care C este o curbă situată în 
acelasi plan cu axa D, fără ca O şi D să se intersecteze. În acest caz cercurile 
din M generate prin rotația fiecărui punct al lui C se numesc paralele, 
iar diversele poziţii ale lui 0 se numesc meridiane. Pentru simplificare 
să presupunem că. C este în planul sOy, iar D este Oz (fig. 104). 

1) Dacă O: fls, y) = 0, z = 0, y >0, atunci M : fis, y? +22) = 0. 

2) Dacă C este dată prin parametrizarea a(u) = (glu), h(u), 0), h(u) > 0, 
uel. atunci M admite parametrizarea r(u, v) = (g(u), h(u)cos v, h(u)sin v), 
uel. veR. 


z(t) Fig. 104 


§5. Calcul diferențial pe suprafețe 


Ne propunem să arătăm că pe orice suprafață [M se poate face un calcul 
diferențial asemănător calculului diferențial obişnuit din [R2. Elementele 
acestui calcul : funcții, cîmpuri vectoriale tangente etc., aparțin suprafeței 
şi nu spațiului euclidian [R? în care este scufundată suprafața. 

Presupunem că f este o funcție reală definită numai pe suprafața [M, 
adică f: M— R. Dacă r:[D ->M este o hartă, atunci for: D —> R se 
numeşte expresia lui f în coordonate. Dacă for este diferențiabilă în sens 
obişnuit, oricare ar fi r, atunci f se numește diferențiabilă. 

Fie acum funcția F: R” — M. Orice hartă r în IM dă o expresie în coor- 
donate rto F pentru F. Evident această funcție compusă este definită 
numai pe mulțimea (deschisă) Uc R” pentru care F(U)c 7(ID). Dacă 
-to F este diferențiabilă în sens obişnuit, oricare ar fi 7, atunci funcția F 
se numește diferențiabilă. 

Fie [M şi ÎN două suprafeţe, 7, o hartă în IM şi 72 o hartă în IN. O funcţie 
F:IM— ÎN se numeşte diferenţiabilă dacă funcţia compusă 7z lo For, este 
diterenţiabilă în sens obişnuit, oricare ar fi 7, şi 7a. 

In particular, o funcţie diterențiabilă de tipul «: I — IM, unde I este un 
interval deschis al dreptei reale, se numeşte curbă în [M. 


5.1. Teoremă. Fie curba a: I — [M şi harta r: D —> M. Dacă «(I)c (D), 
atunci există. o pereche de funcţii diferenţiabile u,v definite pe I astfel 
încât : 

alt) = r(u(t), v(t)), te I sau a=r(u,9). 
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x (t)= r(a(%, v(2)) 


f 


(ult), v(t)) 


Mh 


Y 


C 


Fig. 105 


Demonstraţie. Prin ipoteză, expresia în coorâonate rica: I — ID este 
diterenţiabilă. Ea este o curbă plană a cărei imagine se află în domeniul ID, 
de definiţie al lui r (fig. 105). Dacă (u, v) sînt coordonatele euclidiene ale 
lui rog adică 7i(a(t)) = (u(t) v(t), atunci a = ro(r loa) = r(u, v). 
Funcțiile şi v sint unic determinate. Intr-adevăr, din presupunerea 
a = Plus ti) rezultă (u, 0) = rog = Hrt 20) = (th; 2). 

Funcţiile u, v sînt numite coordonatele curbei a în raport cu harta r. 

Dăm fără demonstrație 


5.2. Teoremă. Fie 94 o suprafață. Dacă F :{R”— R? este o funcție 
diferențiabilă a cărei imagine se află în [M, atunci funcția F : IR” —> M 
este diferențiabilă în sensul dat în acest paragraf. 

Această teoremă arată legătura strînsă între calculele din [R? şi calculele 
de pe suprafața IM. De exemplu, ea implică faptul că o curbă din R? 
care se află în [M, este o curbă a lui [M. 

Fie IM o suprafaţă şi r o hartă în IM. Deoarece harta r este o funcţie 
diterențiabilă definită pe Dc R? şi cu valori în R°, rezultă că r este dife- 
rențiabilă și ca funcție în [M. 


5.3. Consecinţă. Dacă 7, şi 7, sînt hărţi într-o suprafață IM ale căror 
imagini se suprapun, atunci funcțiile compuse ri le ra şi rg lor, sint aplicaţii 
diferențiabile definite pe mulţimi deschise din plan (fig. 106). 

De exemplu, funcţia rztor, este definită numai pentru acele puncte 
(v, 2) din ID, pentru care r(u, v) se află în imaginea ra(D,) a lui r, (fig. 106). 

După un raţionament analog celui folosit pentru demonstraţia teo- 
remei 5.1, consecința 5.3 poate fi retranserisă astfel 

5.4. Conseeinţă. Dacă 7, şi fa sînt hărţi ale 
căror imagini se suprapun în [M, atunci există, 
o pereche unică de funcţii diferențiabile f şi g 
astfel încît r (w, 2) = r(f(u, v), glu, 2)), V(u, v) 
din domeniul de definiţie al lui 7ito7,. Analog 
se poate exprima r, în funcţie de fo. 

Consecința 5.3 sugerează o metodă concretă, 


y de a stabili dacă o funcție este sau nu diferen- 
roh ÎN | ţiabilă pe IM. Dacă f: IM —> R, atunci în loc să 
Z HAE verificăm că toate expresiile sale în coordo- 


Z, nate for sint diferenţiabile în sens euclidian, este 
Fig. 106 suficient să facem aceasta pentru un anumit 


număr de hărți care să acopere pe IM. Adesea este suficientă o singură hartă. 
Demonstrația este un exerciţiu din calculul cu funcţii compuse. Într-adevăr, 
fie r, o hartă arbitrară ; din faptul că fer, şi rilor, sint diferenţiabile rezultă, 
că forerr!or, este diferenţiabilă. În general ultima funcţie este o restricţie 
a lui fo ra. Dacă însă imaginea lui r, acoperă pe IM, atunci forori ora repre- 
zintă pe fer, şi astfel diferenţiabilitatea este demonstrată. 

Din punct de vedere intuitiv este clar ce înseamnă un vector tangent 
la o suprafaţă [M. Definiţia formală se bazează pe ideea că o curbă din [M 
trebuie să aibă toți vectorii viteză tangenţi la M. 


5.5. Definiţie. Fie M o suprafață și P un punct oarecare din ea. Un 
vector © tangent la IR? în P se numește tangent la M în P dacă este vectorul 
viteză al unei curbe oarecare din IM ce trece prin P. 

Mulțimea tuturor vectorilor tangenţi la [M în P se numeşte planul tan- 
gent al lui [M în P şi se notează cu TIM (fig. 107). Imaginea concretă. 
a hui TM în [R° poartă aceeaşi denumire. 

Teorema următoare arată că 'T-IM este un subspaţiu vectorial bidimen- 
sional al spaţiului tangent Tp R°. 


5.6. Teoremă. Fie P un punct al unei suprafeţe IM şi r o hartă în IM 
astfel încît r(uo vo) = P. Un vector w tangent la R? în P este tangent la 
M dacă şi numai dacă 4 poate fi scris ca o combinaţie liniară alui F „(to o) 
și F ,(tto vo). 

Demonstraţie. Vitezele parțiale Tu şi 7, sînt tangente la [M în orice punet 
al lui (ID) deoarece curbele coordonate ale lui r sînt curbe în [M (fig. 108). 

Să presupunem că w este tangent la [M în P, adică există o curbă æ 
pe [M pentru care «(0) = 0 şi a'(0) = ©. După teorema 5.1, curba a poate 
fi scrisă în forma « = r(u, v) sau Z(t) = F(u{t), v(t)). Regula de derivare a 
funcțiilor compuse dă 


w a du = dv 
A = Taulu, V) —— + Pau v) —— 
(u, 2) EP + Pau, 9) EP 
Deoarece «(0) = P = r(%o; vh avem u(0) = to, 9(0) = o și deci, pentru 


t = 0, găsim 


an E du „= do = 
w = x (0) = — (0)T ulto, Vo) 4- — (0)r (Uo, Vo). 
(0) ag (007 Ctto 9) ap Ir irtal 


Fig. 107 Fig. 108 
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Invers să presupunem că vectorul we TPR? 
poate fi scris în forma w =C? u(Wo, Vo) + Cof «(tos Vo). 
Calculul anterior arată că w este vectorul viteză 
al curbei a(t) = r(to -+ ies, Vo- tc) la momentul 
t = 0. Astfel w este tangent la M în P. 

Deoarece vitezele parțiale sînt vectori liniar 
independenți, teorema anterioară arată că, YP e 
e r(D) < M, vitezele parțiale formează o bază 
a planului tangent Tp M. 

5.7. Definitie. O funcție X care asociază fiecărui punci Pe IM un vector 
IP) tangent la IR? în P se numește cîmp vectorial euclidian pe suprafata M. 

Fie X = flæ, y, 2i + g2, Y, 2) + h(x, y, 2) un cîmp vectorial euclidian 
pe suprafața [M. Dacă funcțiile coordonate f, g, h sînt diferențiabile pe M, 
atunci cîmpul X se numește diferențiabil. 

Un cîmp vectorial euclidian Y pentru care, VP e IM, Y(P) este tangent 
la IM în P se numește cimp vectorial tangent la IM (fig. 109). Dacă Y este 
un cimp vectorial tangent la [M, atunci oricare ar fi harta r:ID — M, 
avem 


Fig. 109 


Firu, )) = F(u, 07 + Gu, 0)T e 


De aceea Y este diferențiabil dacă şi numai dacă funcțiile F şi G sint 
diferențiabile pe D. 

În continuare presupunem că lucrăm numai cu cîmpuri diferențiabile 
şi precizăm că de cele mai multe ori cîmpurile pe [M sînt definite local 
(numai în anumite regiuni ale lui M). 


5.8. Observaţie. Cimpurile vectoriale tangente la [M aparțin calculului din [M, deoarece con- 
form definiţiei 5.5 ele dau în fiecare punct vitezele unor curbe din [M. 


$ 6. Cimpuri normale pe suprafețe 


Fie [M o suprafață şi P un punct al său. Un vector Z cu originea în P 
care este ortogonal planului tangent TM, adică ortogonal oricărui vector 
tangent la IM în P, se numeşte vector normal la IM. Un cîmp vectorial 
cuclidian Z definit pe IM se numește cîmp normal pe IM dacă fiecare vector 
Z(P) este normal la IM. 

Deoarece TaM este un subspaţiu bidimensional al lui Tp[R?, există 

numai o direcție normală la IM în P, adică toţi vectorii z normali în P sînt 
coliniari. Astfel dacă 7 nu este zero, rezultă că TM constă numai din 
vectorii lui TIR? care sint ortogonali lui 7. Dreapta ce trece prin P gi este 
perpendiculară pe planul tangent TM se numeşte normala suprafeţei 
în punctul P. 
_ Fie (ID) regiunea din M acoperită de harta r : ID — M. Funcţia vectorială 
Z(uto) =T, XT. ataşează fiecărui punct din ID un vector normal la IM 
în r(u, v) (fig. 108). De aceea Z(u, v) poate fi privit ca un cîmp normal 
definit local pe M. 
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„Dacă sindim, TM ca fiind determinat de punctul P(£o, Yos Zo) şi de 
vectorul normal Z(uo, vo), atunci găsim pentru 'TriM ecuaţia 


| & — 2o Y— Y 2—20 
Bu Yu Ru =0, 


unde Lo = (00; Vol, Lus = Lulilo, Vo) ete. Normala la [M în P are ecuaţiile 


& — Lo Y — Yo 2 — 2o 


Du, e) De, a) Dia) 


D(utos to)  D(ttos Vo) D(t, Vo) 


Dacă suprafaţa [M este dată prin ecuația carteziană implicită, atunci 
este ușor să punem în evidență cîmpul normal şi cîmpurile tangente. 


6.1. Teoremă. Dacă [M: f(z, y, 2) = c este o suprafaţă, atunci gradien- 
tul Y f = Tip —— j -| -Æ 7, definit pe [M, este un cîmp vectorial 
z 2 


ĉy 
normal care nu se anulează în nici un punct al lui [M (fig. 110). 
Demonstraţie. Gradientul nu se anulează pe IM deoarece prin ipoteză 
derivatele parțiale f+, f, fe nu se pot anula simultan în nici un punct al 
lui IM($1). 
Să arătăm acum că (YVf(P), 5) = 0, Yo e TM. Pentru aceasta observăm 
că dacă « este o curbă pe IM, atunci f(a) = f(a(), y(t), 2(0)) = 0. Deci 


2 d Apă Aa _o 
da (%) îi y (=) a C (e) dt 


Alegînd pe « astfel încît să aibă viteza inițială 


d'(0) = T = Gi + Vj + Vasks 
E = P, găsim 


0 = f,(a(0)) ua (0) + f,(a(0)) = (0) + ilat0)) s (0) = 


= fa Ph, + f Pwa + JPW = (VAP), 0). 


Din punct de vedere analitic, ecuația planului 
tangent la [M în P(£o, Yo; Zo) este 


(2 — 2o)fzo + (Y — Yo)fu + (2 — 2o0)fa = 0, 


iar ecuațiile normalei sînt 
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În particular pentru reprezentarea carteziană 
explicită z = f(x, y) avem : 


planul tangent, 2 — 29 = p(2—20) +4(Y— Y0) 


Fig. 111 Po do © =l 


6.2. Observaţii. 1) Planul tangent Tp [M este aproximația liniară a suprafeței M 
în vecinătatea lui P. i 

2) Cimpurile vectoriale normale aparțin calculului din [R?. Ele sint folosite în studiul lui [M 
din punctul de vedere al unui observator din [R°. 


$7. Proprietăţi topologice ale suprafeţelor 


__ Suprafeţe conexe. Fie a : I —> IM o curbă de pe suprafaţa IM și [a,b] c I. 
Restricţia « : [a,b] — [IM se numește segment de curbă sau 1-segment pe 
suprafața [M. 


7.1. Definiţie. O suprafaţă IM se numește coneză dacă VP, Q e [IM există 
un segment de curbă a : [a, b] — M, cel puţin continuă, astfel încît a(a) = P 
şi a(b) = Q, adică imaginea a([a, b]) c IM unește punctele P și Q (fig. 111). 

O suprafaţă conexă {M este toată dintr-o singură bucată. De exemplu, 
exceptind hiperboloidul cu două pinze care nu este conex, toate cuadricele 
nedegenerate sînt conexe. 


7.2. Teoremă. Fie M, şi MM; două suprafeţe. Dacă [M, este conexă 
iar F': IM, — M, este o aplicaţie surjectivă și diferenţiabilă, atunci IM, 
este conexă. 

Demonstraţie. Fie R, S două puncte arbitrare din [M2. Deoarece F este 
surjectivă există P, Q e M, aşa ca F(P) = R, F(Q) = S. Dar prin ipoteză 
IM, este conexă și deci există un segment de curbă « care unește pe P cu Q. 
Imaginea lui « prin funcția continuă F este un segment de curbă ce 
uneşte pe R cu S, adică [M, este conexă. 


7.3. Consecinţă. Dacă ID este o mulţime deschisă şi conexă din plan, 
iar r : D — IM este o parametrizare, atunci r(ID) c IM este conexă. 


7.4. Exemplu, Hiperboloidul cu o pînză este conex deoarece el este mulțimea valorilor func- 
tiei diferențiabile : 


x = a ch u cos n, y =bchusinv,z=cshu 


definită pe mulțimea conexă [R°?. 


Analog putem stabili că fiecare dintre pinzele hiperboloidului cu două pinze este conexă. 
Deoarece aceste două pinze sint mulțimi disjuncte, rezultă că hiperboloidul cu două pinze nu 
este conex. 


7.5. Teoremă. Fie [M o suprafaţă conesă şi f:ĮM —> R o aplicaţie dife- 
renţiabilă. 


(1) Dacă df = 0, atunci f = const. 
(2) Dacă f nu se anulează pe [M, atunci f>0 sau f < 0 peste tot. 
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Demonstraţie. Fie P, Q e [M două puncte arbi- 
trare. Prin ipoteză acestea pot fi unite printr-un 
segment de curbă « : [a, b]->[M. Utilizind func- 
ţia diferenţiabilă fox: [a, b] > Lf(a(c)), f(a(d))], 
c, de [a,b], căreia îi aplicăm teorema creşte- 
rilor finite şi proprietatea lui Darboux, deducem 
f = const. şi respectiv f >0 sau f<o0 peste 
tot. 


Fig. 112 


7.6. Observaţie. O suprafață [M poate fi privită ca un spațiu topologic și în acest con- 
text putem demonstra că [M este conexă dacă și numai dacă (1) [M nu este reuniunea a două 
mulțimi nevide, disjuncte și deschise sau dacă și numai dacă (2) singurele submulțimi închise 


şi deschise ale lui [M sint Ø c IM și IM. E 


Suprafeje simplu conexe. Suprafaţa [M se numeşte simplu coneză dacă 
orice curbă închisă de pe IM poate îi deformată prin continuitate (fără a 
părăsi punctele suprafeței) astfel încît să se reducă la un punct (fig. 112). 
De exemplu, sfera este (conexă şi) simplu conexă ; cilindrul circular drept 
(este conex dar) nu este simplu conex, deoarece cercurile situate în plane 
perpendiculare pe axa cilindrului nu se pot reduce la un punct fără a ieși 
tin cilindru ; hiperboloidul cu două pinze (nu este conex dar) este simplu 
>onex etc. 

Suprafete compacte. Fie (u,v)e R? şi intervalul bidimensional închis 
(dreptunghi închis) D:a <u Sb, e&vsd. 

Fie [M o suprafață. O funcție diferențiabilă de tipul r: ID, —> [M se nu- 
meşte 2-segment în [M, figura 113. (Atributul diferențiabilă este folosit 
în sensul că r se poate extinde diferențiabil la un interval bidimensional 
deschis ce conține pe ID,.) 


7.7. Definiţie. Suprafaţa IM se numește compactă dacă poate fi acoperită 
prin imaginile unui număr finit de 2-segmenie. 

De exemplu sfera este o suprafață compactă deoarece este acoperită 
de imaginea 2-segmentului r(u, 0) = (£o + a cos u sin v, Yọ -+asinusinv, 
Zo + a cos 9), (u, v) e D, = [0, 27] X [0, x]. De asemenea torul de rotație 
este o suprafață compactă. 

Se ştie că orice funcție (reală) continuă definită pe un dreptunghi 
închis ID, își atinge maximul (minimul) într-un punct din ID,. Acest rezultat 
îl folosim pentru a demonstra teorema următoare. 


7.9. Teoremă. Dacă f este o funcţie continuă definită peo suprafaţă 
compactă [M, atunci f îşi atinge maximul (minimul) într-un punct din [M. 


Fig. 113 
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Demonstraţie. Fie r; D; > M, 1 < i < k, 2-segmentele ale căror imagini 
acoperă pe IM. Deoarece aplicaţiile r, sînt diferenţiabile, iar f este continuă 
rezultă că for, : Do > R sînt funcţii continue. De aceea, pentru fiecare i, 
există punctul (w; 1) e Do în care for, ia valoarea maximă. Fie f(r (tt 2,)) 
cel mai mare dintre numerele f(r,(4,, v:)). Să arătăm că P = r(u., 2.) este 
punctul în care f are valoarea maximă. Într-adevăr, deoarece r; sînt în 
număr finit, YQ e [M, există un indice i aşa ca Q = r,(u, v) şi avem: 


FIP) = fiu 20) > friti 2) > firu, v)) = KQ), 
ceea, ce trebuie demonstrat. 

Teorema anterioară poate fi folosită pentru a proba că o suprafață 
nu este compactă. De exemplu, cilindrul [M cu generatoarele paralele cu 
Oz nu este o suprafață compactă deoarece funcția coordonată z dă cota 
2(P), YP e M, şi astfel ea nu are o valoare maximă pe IM. 

O submulțime [M din R? se numeşte închisă în (R? dacă complementara 
sa R? — M este deschisă în [R?. 

O submulțime [M din R? se numeşte mărginită dacă distanţa euclidiană 
dintre două puncte oarecare ale sale este mai mică decit un număr real 
dat. Cu alte cuvinte [M este mărginită dacă poate fi inclusă într-o sferă 
de rază finită. 


7.9. Teorema Heine-Borel. O submulțime din R? este compactă dacă 
şi numai dacă ea este închisă şi mărginită. 

O suprafaţă de tipul M : f(x, y, 2) = ce este închisă deoarece ea constă 
din punctele f-1((c)), {c} este o submulțime închisă din [R, iar f este o 
funcţie continuă. Astfel o suprafaţă IM: f(s, y, 2) = ce este compactă dacă 
şi numai dacă ea este mărginită în (R?. De exemplu elipsoidul este compact, 
dar hiperboloizii nu sînt compacţi. 

7.10. Teoremă. Dacă f(x, y, 2) este un polinom omogen de gradul n > 1 
care are cel puţin o valoare pozitivă, atunci [M : f(x, y, 2) = 1 este o supra- 
rață. Dacă f(P) > 0 exceptind P(0,0,0), atunci M este compactă și 
feciproc. 

Demonstraţie. Prin ipoteză există un punct P(z,y,2)e R? aşaca f(e, y, 2)= 


= a>0. Astfel M conţine punctul 


1— (x, y, 2) şi deci nu este vidă. Din 
a 

formula lui Euler pentru funcţiile omogene rezultă că orice punct Q care 

satisface f(Q) = 0, f(Q) = 0, f(Q) = 0 satisface și f(Q) = 0. De aceea 

Q ¢ IM și astfel [M este o suprafaţă. 

Să presupunem f>0 exceptind originea. Fie sfera 9 şi i: 8 —> R? 
injecţia naturală. Funcţia compusă foi : $— R este continuă. Deoarece S 
este compactă funcția foi are o valoare minimă b și b>0. Dacă Qe R°, 
avem 


NQ = iorr(-9) > [IQP b. 


De aceea pentru f(Q) = 1 găsim |Q| < H Rezultă că IM = f1(1) este 


n 


Vo 


conținută în sfera închisă cu centrul în O şi de rază 


1 


n 


Vo 


. Astfel [M este măr- 
ginită şi deci [M este compactă. 
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Reciproc, presupunem că [M este o suprafaţă compactă. Rezultă că IM 
este mărginită şi deci f(Q) > |||» b. De aceea f>0, exceptind originea. 


SUPRAFEȚE ORIENTABILE 


7.11. Definiţie. O suprafată [IM se numește orientabilă dacă posedă un 
cîmp vectorial normal Z care să nu se anuleze în nici un punct al lui M. 

Din $6 rezultă că: 

— orice suprafață simplă este orientabilă, 

— orice suprafaţă M : f(x, y, 2) = ce (care nu posedă puncte critice ale 
lui f) este orientabilă. De exemplu planul, sfera, cuadricele nedegenerate 
ete. sînt suprafeţe orientabile. În particular orice suprafață dată carte- 
zian explicit este orientabilă. 

Dăm fără demonstraţie următoarea teoremă. 


7.12. Teoremă. Orice suprafaţă simplu conexă și conexă este orientabilă. 
Pe de altă parte avem 


7.13. Teoremă. Orice suprafaţă conexă și compactă [M este orientabilă. 

Demonstraţie. Dacă [M este o suprafaţă conexă și compactă, atunci [R° 
se descompune în două părţi conexe, una mărginită [M şi alta nemărginită 
IR* — M. Suprafaţa [M admite două cimpuri vectoriale normale unitare 
opuse dintre care unul indică regiunea nemărginită. De aceea IM este 
orientabilă. 


7.14. Teoremă. Dacă [M, este o suprafaţă orientabilă, iar F : IM, > M: 
este o aplicaţie regulată, atunci suprafața [M, este orientabilă. 
Demonstratie. Presupunem că [M, admite cîmpul normal nenul Y şi 
construim funcția reală 
u(5,î6) = (F(Q), 5 x ©), T, Ùe TM, Q = F(P), Pe IM. 


Fie F, matricea Jacobian a reprezentării în coordonate a lui F. Dacă 
d, b sînt doi vectori independenţi din TaM, atunci Fa, Fẹ 9 sînt doi vectori 
independenţi din ToM;, deoarece F este regulată. Definim 


(F* u)(d, D) = u(Fuă, Feb). 
Deoarece F este regulată rezultă F* u z 0. Construim 
ei XE 
(P*u)(d, b) 


Această expresie este independentă de alegerea lui d şi p şi dă în fiecare 


punct un vector normal nenul. De aceea P —> Z(P), este un cîmp normal 
nenul pe IM, adică [M, este orientabilă. 

Un cîmp vectorial normal unitar pe o suprafaţă orientabilă [M se numeşte 
orientare pe M. 


Z(P) 


7.15. Teoremă. Orice suprafaţă conexă şi orientabilă admite exact două 
orientări. 
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Fig. 114 Fig. 115 


Demonstrație. Fie Z un cîmp normal global definit pe [M. Cu ajutorul 


lui putem construi pe +Ü = 4 zi care sînt cîmpuri normale unitare. 
Z 2 z 
Să arătăm acum că orice alt cîmp normal unitar trebuie să fie +U sau VU. 
Fie V un cîmp normal unitar arbitrar definit pe [M. Evident avem V = 
= (V, U)U, unde f = (V, U) are în fiecare punct valorile —1 sau +. 
După teorema 7.6, f are peste tot fie valoarea —1 fie valoarea +1, e.c.t.d. 

Intuitiv, teorema 7.15 arată că, suprafețele conexe și orientabile au 
două fețe. O suprafață orientabilă împreună cu o alegere a unei orientări 
(alegerea unei fețe) se numeşte suprafață orientată. Convențional fața care 
corespunde alegerii sensului dat de +U se notează cu + (faja pozitivă), 
iar fața opusă se notează cu — (fața negativă) ; fig. 114 ; orientare în con- 
cordanță cu regula burghiului drept. 

Pentru suprafețele orientabile ce mărginesc un volum finit sensul 
pozitiv pe normală se ia prin convenţie din interior către exterior (fig. 115). 

Dacă IM nu este conexă, dar se compune din porţiuni conexe şi orien- 
tabile (de exemplu hiperboloidul cu două pinze), atunci orientarea com- 
ponentelor determină o orientare a lui [M. 

Să ne referim acum la suprafeţele neorientabile, adică la suprafeţele 
care au o singură faţă. Cel mai simplu exemplu este banda lui Möbius. 
Un model al ei se poate obţine dacă răsucind o dată, bucăţica dreptunghiu- 
lară de hirtie ABOD, se lipese capetele ei în aşa fel încît punctul A să 
coincidă cu 0, iar B cu D. 

Banda lui Möbius (fig. 116) nu este global orientabilă deoarece orice 
cîmp normal Z definit pe [M trebuie să se anuleze într-un punct al lui [M 
şi să-și schimbe sensul la trecerea, prin acest punct. Pentru a vedea acest 
lucru fie « : [0,1] — [M o curbă închisă pe M cu «(0) = a(1) ca în fig. 116. 
Dacă presupunem că Z nu se anulează în nici un punct, atunci răsucirea 
în M dă contradieţia Z(a(0)) = —Z(a(1)), 
deoarece funcția Z(a(î)) este prin ipoteză 
diferenţiabilă.. 


7.16. Teoremă. Orice punct P al unei 
suprafeţe neorientabile [M este cuprins 
într-o regiune conexă şi orientabilă. 


Demonstraţie. Fie ID o mulţime deschisă 
şi conexă din plan și r : ID —> [M o hartă în 
Fig. 116 IM. După teorema 7.3, r([D) este conexă. Mai 
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mult, imaginea r(ID) este orientabilă deoarece Z = 7, X T, [este un 'cimp 
normal nenul. 

Teorema anterioară arată că pe suprafeţele neorientabile există numai 
cîmpuri normale local nenule. În sprijinul acestei afirmaţii vom da un 
exemplu folosind un alt model al benzii Möbius. Fie «(u) = (cos u, sin u, 0) 
un cerc de rază unu situat în planul xOy şi [PQ] un segment de lungime 
unu așezat radial cu mijlocul pe cercul «. Presupunem că mijlocul segmentu- 
lui descrie cercul şi simultan segmentul se rotește în jurul mijlocului său 
(momentan în planul normal al cercului), astfel încît în momentul cînd 
mijlocul segmentului încheie o rotaţie de 360°, segmentul încheie o rotaţie 
de 180°. Suprafaţa riglată care ia naştere este o bandă Möbius particulară 
de ecuaţie vectorială 


= Ze: = 2 -1 
r(u, v) = a (u) + vpu), ve| ao z} 


unde (u) = (cos a æ+ (sin E 


Deoarece Z=7,x7,74 0 dă local un cîmp vectorial normal nenul, 
rezultă că banda Möbius este local orientabilă. 


$8. Aplicația Weingarten 


În acest paragraf și în paragrafele următoare introducem elementele 
matematice ce caracterizează forma suprafeței într-o vecinătate a unui 
punct al său. Toate aceste elemente au la bază o transformare liniară 
definită pe planul tangent şi cu valori în planul tangent numită aplicația 
Weingarten. 

Fie [M o suprafaţă, Žun cîmp vectorial euclidian definit pe M și ? 
un vector tangent la M în punctul P. VectorulDgă se numeşte derivata 
covariantă a lui X pe suprafata IM. Această derivată se poate calcula în 
două moduri : 

(1) luăm o curbă « de pe suprafața [M astfel încît a«(0) = P şi î'(0)=%. 
Explicităm compunerea Ža şi 


dei 
Dx = ăi X(a(t)) l-o 


(2) exprimăm pe X în forma X = fie gj 4 h şi atunci 
DĂ = Dyfi + Dag] + Dol. 


Chiar dacă X este un cîmp tangent la [M, deri- 
vata covariantă DX nu este în general tangentă 
la M (fig. 117). 

Presupunem acum că [M este o porţiune orien- 
tabilă dintr-o suprafață conexă şi că ea a fost > 
orientată prin alegerea cîmpului normal uni- Dă 


tar U. Fig. 117 
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8.1. Definiţie. Fie P un punct din IM şi TaM 
spaţiul tangent la IM în P. Funcţia definită prin 


Sa) = — D; U, eTM, 


se numește aplicaţia lui Weingarten a lui IM în 
punctul P. 

Deoarece TelM constă din vectorii ortogonali 
lui U(P), derivata DU indică variaţia 
planelor tangente în sensul lui 7 și aceasta dă 
Fig. 118 o descriere infinitezimală a modului în care 
se curbează IM. 


8.2. Teoremă. Aplicația Weingarten este o transformare liniară a spa- 
ţiului tangent în el însuşi (fig. 118). 

Demonstraţie. Pentru a arăta că Sp are valorile în Tp M trebuie să demon- 
străm că S»(6) L U(P). Pornim de la relația 1 = (U, U) pe careo derivăm 
în raport cu v. În baza proprietăților derivatei covariante avem 


0 = 3) = s((U, D) = 2X(D7 Ü, Ü) = —2(8e(5), U(P)), 


c.c.t.d. 
Liniaritatea lui Sp este o consecință a liniarității derivatei covariante 


Sp(av + bw) = —D, zas Ü = —4 D+Ü — bD U = 
= a8p(v) + bSp(w). 


Funcția P -> Sp va fi numită aplicația Weingarten a suprafeței IM şi 
va fi notată cu S. 


Să presupunem acum că t —> a(t) este o curbă din M, iar U este restricția 
cîmpului normal unitar la «. În acest caz observăm că 


S&)=-—V, 
8.3. Teoremă. Aplicația Weingarten este simetrică, adică 
(Se(0), 1) => w, Se(%)), vö, we TM: 


O demonstrație simplă a acestei teoreme este dată în $ 12. 

Teorema 8.3 este echivalentă cu faptul că matricea ataşată transfor- 
mării liniare S» în raport cu o bază ortonormată a lui TIM este simetrică. 

Elementele intrinseci ale transformării liniare simetrice Sp şi anume 
determinantul, urma, valorile proprii (care sint reale deoarece Sp este 
simetrică) şi vectorii proprii au semnificații geometrice pe care le vom pune 
în evidență în paragrafele următoare. Pentru explicitarea acestor elemente 
este suficient să alegem o bază {v, W} în planul tangent, să explicităm 
matricea ataşată lui Sp în raport cu această bază, 


S(T) = aù + bi | 
Li 

şi să determinăm determinantul, urma, valorile proprii şi vectorii proprii 
ai acestei matrice. 
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Fig. 119 


8.4. Exemple 


1) Fie [M : ax + by + cz + d = 0 un plan din [R?. Evident aceasta este o suprafaţă conexă 


și orientabilă. Orientăm pe [M alegind 

o aitbj+ ck 

T= dj 
aură Ra 


Deoarece cîmpul U este paralel avem S(6) = — DU = 0, ve 'TpIM=IM. Operatorul Wein- 
garten este identic zero ceca ce corespunde faptului intuitiv că planele nu se îndoaie (fig. 119). 


2) Fie [M : x? + y? = r° un cilindru circular drept din [R?. Aceasta este o suprafață conexă 
şi orientabilă. Orientăm pe [M alegind 


zi + yj + Ok 
T 


U= 


Fie P un punct din M e un versor tangent la generatoarea ce trece prin P și e un versor 
tangent la cercul de secțiune ce trece prin P. 


Deoarece a= (0, 0, — 1)p» găsim Sp(e3) = 0, VP, adică de-a lungul generatoarei, U rămine 
paralel cu el însuși. Analog PN = (— y, X, 0)p şi găsim 


Aceasta arată că de-a lungul cercului de secțiune cilindrul se curbează uniform (fig. 120). 
3) Fie sfera [M : 2° -+ y? -+ 2 = r?. Orientăm pe [M alegina 


ruj 
ga Etak, 


Găsim 


— 


1 2 
S@) = — D370 = —— Dra + Dauj + Dyz) = -2 vo; YP eM. 


1 
Astfel în acest caz aplicația Weingarten se reduce la multiplicarea cu — —. Această uniformi- 
r 


tate a lui S reflectă rotunjimea sferelor, adică faptul că, W P, sfera se curbează în același mod 
în toate direcțiile (fig. 121). 
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Fig. 122 


$9. Curbura normală 


Forma unei suprafețe influențează forma oricărei curbe de pe suprafața 
respectivă. Se pune problema ca folosind anumite curbe de pe o suprafață 
să caracterizăm forma suprafeței. 

Presupunem că lucrăm într-o regiune a unei suprafețe conexe [M orien- 
tată prin alegerea cîmpului normal unitar U. 


9.1. Lemă. Dacă « este o curbă din [M, iar U este restricția cîmpului 
normal unitar la «, atunci 


(SE), T) = @”", D). 


Demonstraţie. Deoarece ¥' este tangent la [M avem (&, Ù) = 0. Prin 
derivare găsim (&”, U) 4 (&', U’) = 0. Ştim însă că S(') = — U” şi astfel 
formula din lemă este adevărată. 

Formula din lema precedentă arată că componenta normală a accele- 
rației lui «, componentă care apare din cauza îndoirii suprafeței, depinde 
numai de Z’ şi S(Z'). Cu alte cuvinte componenta normală a accelerației 
în punctul P este aceeaşi pentru toate curbele de pe suprafață ce trec prin 
P cu aceeaşi viteză v (fig. 122). 

Această observație ne sugerează să caracterizăm încovoierea suprafeței 
după o direcţie prin funcţia din definiţia, următoare. 

9.2. Definiţie. Fie € un versor tangent la M în P. Numărul k„(€6)=(S(6), 2) 
se numeşte curbura normală a lui IM în direcția lui €. 

Deoarece avem : 


ka(—€) = (S(—7), —£) = (—8(6), —€) = (SE), 6) = kalë), 


numărul k&„(€) este definit pe direcţia tangentă la IM în P generată de ver- 
sorul 6. Astfel, deşi evaluăm pe k, pe versori, avem totuşi de-a face cu o 
funcție reală pe mulțimea direcțiilor tangente la [M în punctul P. 

Fie € un versor tangent la [M în P. Considerăm o curbă « de viteză unu 
pe IM astfel încît a(0) = P şi &'(0) = 6. Utilizind lema 9.1 şi formulele 
lui Frenet pentru curba a, găsim 


kal) = (S(0), Z) = (S(2"(0)), 210) = (210), U(P) = 
= k,(0)X(F(0), (P)) = k,(0) cos 6, 
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Fig. 123 


unde k,(0) > 0 este curbura lui a în punctul P, iar 0 este unghiul dintre 
normala principală a curbei şi normala suprafeţei (fig. 123). 

Funcția reală definită prin 0 — k„(€) = k,(0)cos 0, 0e [0,7] arată că 
încovoierea maximă a lui [M este indicată de curba a pentru care 0 = 0 
sau 0 = m (punctele de extrem ale funcţiei). Această curbă este intersecţia 
dintre IM şi planul determinat de P, U(P), € şi se numește sectiunea normală 
a lui IM în direcția lui €. 

Pentru secțiunea normală o, de viteză unu, avem (fig. 124): c'(0) = €, 
accelerația c"(0) = ka(0) N(0) aparține planului de secţiune şi este per- 
pendiculară pe s'(0) = 7, N(0) = £ U(P), k €) = &k(0). 

Fie P un punct din suprafaţa IM, € un versor tangent la IM în P şi k„(€) 
curbura normală corespunzătoare. Utilizind secțiunea normală a lui M 
în direcția lui Z şi ţinind cont că normala principală Ñ a unei curbe din 
spațiu arată sensul în care aceasta se curbează, putem da următoarele 
interpretări geometrice ale semnului lui k„(€) relativ la alegerea cimpului 
normal unitar dU. 

1) Presupunem k,„(€)>0. Rezultă că 'U(P) şi (0) au același sens. 
De aceea în vecinătatea lui P şi în direcţa lui € suprafaţa se încovoaie în 
sensul indicat de U(P) (fig. 125). 

2) Presupunem k,„(€) < 0. Rezultă că ÙP) gi 7 (0) au sensuri opuse. 
De aceea în vecinătatea lui P şi în direcţia lui € suprafaţa se curbează 
contrar sensului lui UIP) (fig. 126). 

3) Fie k„(€) = 0. Rezultă k,(0) = 0 și Ñ(0) nu este definit. Nu putem 
spune precis care este forma suprafeţei în vecinătatea punctului considerat 


JP) 
U (P)}=Ñ(o) E 
P 
y 
P E 47o) 
Fig. 125 Fig. 126 
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pe direcţia g. Putem însă afirma că într-o ve- 
cinătate alui P pe direcţia € suprafaţa se 
curbează foarte puţin. 

Presupunem acum că fixăm punctul P şi 
că extremitatea lui € descrie un cerc în pla- 
nul tangent. Diversele secţiuni normale ce se 
pot face ne dau informații despre forma su- 
prafeței în vecinătatea lui P in diferite di- 
recții (fig. 127). 

Fie i = max ka(€ ) şi ka=min Enl€ ). Aceste 

e|\=1 eļj|=1 
numere exit” deoarece i E se determi- 


Fig. 127 


nată de relaţia || || =1 este compactă (cerc), iar funcţia Z—> k,(€) este 
continuă. 

9.3. Definiţie. Numerele k, şi k, se numesc curburile principale ale lui M 
în punctul P. Directiile pentru care se găsesc aceste valori estreme se numesc 
direcţii principale ale lui IM în P. Versorii acestor direcții se numesc vectori 
principali ai lui M în punctul P. 

Dacă în punctul P avem k, = ka atunci rezultă k„(6) = const., adică IM 
se curbează la fel în toate direcţile şi toate direcţiile ce trec prin P sint 
principale. 

9.4. Definiţie. Dacă k (€) = const., Y € e TaM, ||? ||=1, atunci punctul P 
se numeşte punct ombilical. 

9.5. Teoremă. 

(1) Dacă P este un punct ombilical, atunci operatorul Weingarten în P 
se reduce la multiplicarea cu ky = ha. 

(2) Dacă P nu este un punct ombilical (kı Æ kə), atunci există două 
(şi numai două) direcții principale ortogonale. Dacă 7, și 2 sînt vectorii 
principali, atunci 


Ste.) == LE SEa) = ko€ 2. 
Altfel : Curburile principale ale lui [M în P sînt valorile proprii ale lui S. 
Vectorii principali ai lui IM în P sînt vectori proprii ai lui S. 
Demonstraţie. Fie (e,, e) o bază ortonormată a lui TaM. Avem 


(e) = Sue + Iaa 
S(e.) ga Sf + Baza 


unde Sy = (S(e.),e,), i j = 1,2 şi Sia = Sa din simetria lui S$. Pentru 
orice vector unitate € tangent la [M în P putem scrie (fig. 128) 
e = €(0) = cos0e, + sine, e [0, 27). 
TAR Cu acestea curbura normală devine 
FCB) = h(6(0)) = (S(cos BE, + sin 022, 
faM cos Be, + sin 02) = 
Fig. 128 = Sucos20 + 2S,psin cos + Saosin20, 0 e [0, 27). 
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Prin derivare găsim 


aL = 2(923 — Ku) sin 0 cos 0 4- 281(cos2. 0 — sin?0). 
mi df . 
(1) Punctul P este ombilical cd "iza 0, VO < Su = Sa și Sia = 0. În 


acest caz notînd h,„(6) =e (constantă) obţinem S(6) = cos 08(6,) + 
+ sin08(6.) = Se = kalë) = ce, c.c.tr.d. 
(2) Presupunem că P nu este un punct ombilical. Putem proba uşor că 


-g = 0 are două soluții Oo 0 + z în intervalul [0, 27) și că la trecerea 


af 


lui 0 prin aceste puncte FI) îşi schimbă semnul. De aceea pe aceste două 


direcţii ortogonale A) îşi atinge extremele. i 
Presupunem acum că funcția k,(ê) îşi atinge valoarea maximă k, chiar 


pe ĉ&. Rezultă 0; = 0, kı = Su şi din AL (0) = 0 rezultă &i = 0. Din 


raţionamentul precedent deducem că P minimă k = Sz este atinsă 
în direcția lui €;. De aceea 


S(6.) = kiên KE) = Racz 
c.c.tr.d. 
Ca o consecință avem : 


9.6. Formula Euler. Fie k, k, curburile principale şi ĉi & vectorii 
principali ai lui M în P. Dacă € = cos 0 ĉ + sin Oê, atunci 


kn(€ ) = hycos20 + kasin?0. 


Vom utiliza acum curburile principale k,(P) şi ka(P) pentru a construi 
o aproximare pătratică a suprafeței IM în vecinătatea punctului P. Pentru 
aceasta presupunem că : 


(1) P este originea lui [R3, 
(2) TaM = z0y, 
(3) Te = (1, 0, 0)p şi Jp = (0, 1, 0)p sint vectori principali. 


În vecinătatea lui P suprafaţa [M poate fi re- 
prezentată în forma z = f(z, y) pe care o orientăm 
cu ajutorul lui (fig. 129) 


AI A ERA tt, 
DESAT 


Din (1) şi (2) rezultă f(0, 0)= f-(0, 0) =f,(0, 0)= 
De aceea avem următoarea aproximare Taylor 


re Z (atfal0, 0) + 2æyfa (0, 0) + y?fa(0,0)). 
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Prin calcul direct găsim 
SG) = fa(0,0)7 + fr(0,0)j, 
S = fa(0,0) + fa(0,0)]. 
Din (3) şi din teorema 9.5 deducem f,,(0,0) = 0, fa(0,0)=k, şi fa(0,0) = ka. 


Aceste raționamente arată că în vecinătatea punctului P suprafaţa [M 
are aproximativ aceeaşi formă cu suprafaţa, 


= (ta? + ka) 


pe care o vom numi aproximarea pătratică a lui IM în vecinătatea lui P. 


Definiţiile 9.3, 9.4 şi teoremele 9.5, 9.6 au fost formulate pentru punctul P. 
Ele sînt valabile în toate punctele din regiunea orientată a lui M unde 


este definit cîmpul vectorial normal unitar U. De aceea 
P > k(P), = 1,2, 


vor fi două funcţii reale kı, k definite pe aceeaşi regiune cu D. Aceste 
funcţii se numesc curburile principale ale lui M. 


9.7. Exemplu. Fie elicoidul drept [M : £ = u cos v, y = u sin v, z = v, (u,0)€ [R?. Ne pro- 
punem să găsim curbura normală și curburile principale în punctul curent al lui [M. Pentru 


aceasta reprezentăm pe [M în forma 7 = ucosv i+ u sin v J% vk. Vitezele parțiale sînt 
7, = cos vi + sinvj, 7,=—u sinvi tu cosoj+ k 


Deoarece Te LT alegem drept bază ortonormată a planului tangent în punctul curent al 
suprafeţei pe 


să > pica =- - 
= = T „= cos vi + sinvj, 
l Tall 
ES E a —u sinvi +u coso] +k 
e, = —— T,= = 3 
LA] Viu: 


Orientăm pe [M prin alegerea lui 


— XT; sino -> coso = ua = 
U= Pa = —— + k. 
IFuXP,ll Viu: Viu: Lui 
Avem 
PE d — i - - - 
SA nice i Pia a Ca e de e 
du + u2)8/2 (1+ u2)3/2 (+ u2)3/2 
Se 1 d = 1 cos = sin o = 
S&D = ——— — T se | i |. 
lell dv Viza Via VI+ 


236 


De aceea găsim 


Su = (Se); ê) = 0, Sa = (S(e2), ĉa) =0, 


Siz = (SG) È) = Co SE) = — 


1 + u? 
Fie e = cos BE, + sin 022. Obţinem 
y sin 20 
f(9) = K(e(0)) = — 
1 +u? 
şi deci 
— < k€) < , 
1 s 1 3 
adică 


$10. Curbura Gauss 
Fie IM o suprafaţă şi S aplicaţia Weingarten. În acest paragraf vom da 
semnificațiile geometrice ale determinantului şi urmei operatorului $. 
10.1. Definiţie. Functia K = detS:IM— [R se numește curbura Gauss 
a suprafeţei IM. Funcția H = 5 urma S :M—>R se numește curbura 
medie a suprafeței IM. 


Curbura Gauss şi curbura medie se exprimă cu ajutorul curburilor 
principale k, şi ka. 


10.2. Lemă. Avem 


Demonstraţie. Fie P un punct din [M. Toate matricele ce se pot ataşa 
aplicației Sp au acelaşi determinant şi aceeaşi urmă. De aceea pentru 
găsirea determinantului și urmei lui Şp este suficient să alegem în planul 
tangent TaM o bază convenabilă în raport cu care aplicaţia Sp să fie 
reprezentată de o matrice simplă. Alegind drept bază vectorii principali 
Zi č din teorema 9.5 rezultă că lui Sp îi corespunde matricea 


k(P) 0 
| 0 e] 


şi asttel lema este evidentă. 
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e, 

7 
4 (P]70, k (P)}=0. 
Fig. 130 Fig. 131 Fig. 132 


Observaţie. Dacă U se schimbă în =p. atunci k} şi k, se schimbă respectiv în — ky, 
— ka, curbura medie H se schimbă în —H, iar curbura Gauss K rămîne neschimbată. 


În continuare vom da interpretarea geometrică a semnului curburii 
Gauss. 


10.3. Interpretarea semnului lui K(P) 

1) Presupunem că în punctul Pe IM avem K(P) >0. Din K = kik 
rezultă că Î,(P) şi ka(P) au acelaşi semn. Din formula Euler rezultă F„(€) > 
>0 sau k, (€) < 0. Aceasta înseamnă că în vecinătatea lui P suprafața 
se încovoaie fie în sensul lui Ü, fie în sens contrar. Aproximarea pătratică 
a lui [M în vecinătatea lui P este paraboloidul eliptic 22 = k (P)æ? + 
-+ ka(P)y? (fig. 130). 

2) Presupunem K(P) < 0. Din K = kk, rezultă că k (P) şi ka(P) au 
semne opuse. Aproximarea pătratică a lui [M, în vecinătatea lui P este 
paraboloidul hiperbolice 22 = k (P)æ? + ka P)y?. De aceea în vecinătatea 
lui P suprafața arată ca o şa (fig. 131). 

3) Presupunem K(P) = 0. Deoarece K = kka considerăm următoarele 
două cazuri : 

(a) numai una dintre curburile principale este zero, de exemplu k (P) # 
Z 0, ka(P) = 0. In acest caz aproximarea pătratică este cilindrul parabolic 


22 = h(P)a? 
şi deci, în vecinătatea lui P, suprafața [M arată ca o albie (fig. 132), 


(b) ambele curburi principale sînt; zero 
k(P) = kP) = 0. 


Aproximarea pătratică se reduce la planul z = 0 şi nu 
putem obține nici o informație cu privire la forma lui 
[M în vecinătatea lui P. Un punet Pe[M pentru care 
k (P) = 0, ka(P) = 0 se numeşte punct planar. 


10.4. Exemple 


(1) Torul de rotație este un exemplu de suprafață pe care avem 
de-a face cu cazurile 1), 2) și 3) (a). 

În punctele regiunii A (fig. 133) avem K > 0 deoarece în aceste 
puncte torul se îndepărtează faţă de planul tangent. În punctele re- 
giunii B avem K < 0 deoarece în vecinătatea oricărui punct din 
Fig. 134 această regiune torul seamănă cu o șa. Pe cele două cercuri care 
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separă regiunile A și B avem K = 0 deoarece de-a lungul acestor cercuri torul seamănă 
(local) cu o albie. 


(2) Punctul O(0, 0, 0) de pe suprafața (fig. 134) 


z = 25 — 3ay? = Re(z + iy)? 
este un punct planar. 
În continuare vom da formule pentru calculul funcțiilor K şi H. 


10.5. Lemă. Dacă v, şi v, sînt doi vectori liniar independenţi tangenţi 
la M în P, atunci 


S) X Sa) = (PE, X Tn 
S(T) x Da + vı x S(T) = 2H(Py, x Ta. 


Demonstraţie. Deoarece T, și v, formează o bază a planului tangent TM 
putem serie 


S(T) = co, + dia 


[o al 


este matricea lui S$ în raport cu baza vi, va. Găsim 


Astfel 


K(P) = det S = ad — be, H(P) = E urma S = E (a + d). 


Folosind proprietăţile produsului vectorial deducem 


Analog se găseşte relaţia în care intră H(P). 
Fie acum Y, şi Ý, două cîmpuri vectoriale tangente independente defi- 
nite pe o regiune orientată a lui [M. În baza lemei precedente avem 
(7) x Sa) =KF;, x Va 
S(7) X Va +V, X Sa) = 2HV X 7, 
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Deoarece câmpurile V, şi 7, sînt liniar independente, adică IF, x V, (2 > 
> 0, înmulţind scalar ambii membri ai acestor ecuaţii cu cîmpul norma] 
LA x F, şi utilizînd identitatea Lagrange găsim 


|P), P) CARA 


K IC UI A Ba Yd, 
| (Fo Ya) (Fo Ya) 
UA Waad 


SF) Fd Sd, Fa a (o Vd) ofa 


Pa Pa Cad | S) V) (SPD, Fa) 
TAANA 


(a VF) (Fa Fo) 


rai 


Evident funcţiile K şi H astfel obţinute sînt diferenţiabile. 

Dacă funcţiile K şi H sînt cunoscute, atunci curburile principale sînt 
date de formulele din consecința următoare. 

10.6. Consecinţă. Pe o regiune orientată U din [M curburile principale 
sînt date de 


k, k, = H 4+VEZE. 


Demonstratie. Relațiile rezultă din faptul că 
FE E SED ath 


gi deci 
Be- g- ka)? 
4 

Formulele precedente arată că funcțiile k, şi k, sînt continue pe U. 
Aceste funcții nu sînt diferențiabile în punctele în care H? — K = 0, 
adică în punctele ombilicale. Dacă U nu posedă puncte ombilicale, atunci 
funcțiile k; şi ke sînt diferențiabile. 

Să prezentăm acum unele tipuri de suprafețe. 


10.7. Definiţie. O suprafață pentru care K = const. se numegte suprafată 
cu curbura constantă. În particular suprafețele pentru care K = 0 se mai 
numesc gi local euclidiene. 
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4 (u cas v, u siny. g) 


Fig. 135 Fig. 136 


10.8. Exemple. 


(1) Suprafața de rotație 
= —i— r — y + sech1] z2 + , z>0 


numită pseudo-sferă, fig. 135) are curbura K = — 1. 

(2) Planul (fig. 119), cilindrul circular drept (fig. 120), conul fără virf, banda Möbius (fig. 
116) etc. sînt exemple de suprafeţe local euclidiene. 

Suprafeţele desfășurabile (adică suprafeţele riglate pentru care cîmpul normal este parale} 
în [R° de-a lungul fiecărei generatoare) sint local euclidiene. 

Reciproc, suprafețele conexe, închise (ca submulțime în [R2) și local euclidiene sînt desfășura- 
bile. De asemenea ele sînt local izometrice cu planul, adică există o aplicație definită pe supra- 
faţa respectivă şi cu valori în plan care păstrează produsul scalar al vectorilor tangenţi (izo- 


metrie locală). 
(3) Sfera x? + y + 22 = 1 are curbura K=1. 


10.9. Definiţie. O suprafaţă pentru care H =Q se numește suprafață 
minimală. 

Facem observația că suprafeţele minimale au curbura Gauss K < 0, 
deoarece din 


H = ho 0 rezultă ky = — ha. 


Exemplu. Elicoidul cu plan director (fig. 136) este o suprafaţă minimală. 

Denumirea de suprafață minimală provine din aceea că, dintre toate 
suprafeţele ce trec printr-o curbă închisă, suprafaţa de arie minimă are 
curbura medie nulă. 


$11. Formele fundamentale ale unei suprafețe 


Fie V un spaţiu vectorial euclidian real şi Z : V —V o transformare 
liniară simetrică. Funcţiei 7 i se poate ataşa forma biliniară simetrică 


A:V XV >R, Aw, w) = (F (v), w) 
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şi deci implicit forma pătratică, 
Q:V > R, Qw) = (o) = (F (v), v). 


Forma biliniară simetrică Z (implicit forma pătratică Q) ataşată unei 
transformări liniare simetrice 7 conține exact aceeaşi informație ca şi 
T deoarece 7 poate fi recuperată din formula 


(T (0), w) = = [Qw + w) — Qw) — Qw), 


care este adevărată pentru orice vectori v, w din V. 

Fie [M o suprafață, P un punct din M şi TaM spațiul tangent la IM 
în punctul P. Forma biliniară simetrică Ip asociată identității pe TM, 
adică funcția reală definită prin 


I(t, W) = (5,5), v, we TM, 


se numeşte prima formă fundamentală a suprafetei IM în punctul P. Se 
observă că Ip nu este altceva decit un produs scalar fiind restricția produsu- 
lui scalar din [R? la subspaţiul bidimensional TM. Funcţia P —> Ip se 
numeşte prima formă fundamentală a suprafetei [M şi se notează cu I. 
Geometria pe IM derivată din prima formă fundamentală se numeşte 
geometrie intrinsecă. Conţinutul acesteia rezultă din faptul că funcția I, 
şi deci cunoaşterea produsului scalar pe fiecare TM, permite calcularea 
lungimii unui are de curbă de pe suprafaţa [M,a unghiului dintre două, 
tangente la suprafaţa IM, a ariei unei porţiuni din suprafaţa IM etc. De 
exemplu, dacă «: [a, b] > M este o curbă regulată, atunci lungimea lui g 
este dată prin 


Presupunem că [M este o suprafaţă conexă şi notăm cu Q mulţimea curbelor 
regulate « : [a, b] — IM care unesc punctul P = «(a) cu punctul Q = a(b). 
Distanţa de la P la Q se defineşte prin 


a(2, Q) = inf Ka). 
«ea 


Această expresie defineşte o distanță (metrică) d pe IM şi deci o suprafaţă 
conexă este un exemplu de spațiu metric. Mai mult, topologia lui IM 
determinată de metrica d coincide cu topologia originală a lui [M (ca sub- 
varietate). 

Fie [M o suprafaţă orientată, P un punct din M şi TIM spaţiul tangent 
la [Mîn punctul P. Forma biliniară simetrică II» asociată aplicaţiei Wein- 
-garten Sp, adică funcția reală definită prin 


IIp(7, w) = (S(T), W), T, we TIM, 
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se numeşte a doua formă fundamentală a suprafeţei IM în punctul P. Forma, 
pătratică, corespunzătoare se poate exprima prin 


I(t, 5) = (S(T), T) = lto), U(P)), 


unde «: ÎI — IM este o curbă din [M pentru care alt) = P, €'(to) = v, 
iar U este cîmpul vectorial unitar normal la IM. În particular, pentru 
| ||= 1, numărul IIe(5, v) este egal cu curbura normală a lui [M în punctul 
P, în direcţia v. Funcția P —> II, se numeşte a doua formă fundamentală 
a suprafeței IM și se notează cu II. Cunoaşterea acesteia este echivalentă, 
cu cunoașterea aplicaţiei Weingarten. De aceea geometria pe [M ce emană 
din a doua formă fundamentală conține elemente matematice ce permit 
descrierea formei suprafeţei local sau global: curbură normală, curburi 
principale, curbura Gauss, curbura medie ete. Deşi toate acestea sint 
introduse pornind de la cîmpul vectorial unitar normal pe suprafaţa IM, 
adică de la un element care aparţine calculului din IR5, totuşi Gauss a 
demonstrat că curbura care azi îi poartă numele este un element intrinsec 
(se poate exprima cu coeficienţii primei forme fundamentale). Proprie- 
tăţile suprafeţei [M care nu depind numai de prima formă fundamentală 
se numesc proprietăţi rigide. 

Primele două forme fundamentale împreună cu anumite relații între 
coeficienţii lor fixează suprafaţa [M pînă la o izometrie în R°. 

Forma biliniară simetrică III, asociată pătratului aplicaţiei lui Wein- 
garten p, adică funcția reală definită prin 


IIIp(5, w) = (Sb), w) = (S(T), Se(w)) 7, 10 e TM 


se numește a treia formă fundamentală a suprafeței IM în punctul P. Aceasta. 
determină funcţia P —> IIIp, notată cu III şi numită a treia formă funda- 
mentală a suprafeței [M. 
Formele fundamentale I, II, III, curbura medie H şi curbura Gauss K 
sint legate prin relaţia 
II —2H-11 + K.-1=—0. 


§12. Formule de calcul 

Fie IM o suprafață. Ne propunem să exprimăm curbura Gauss K, curbura 
medie H şi curburile principale k,, k cu ajutorul unei hărţi în [M. 

Fie r:ID — IM o hartă cu ajutorul căreia reprezentăm o porţiune r(ID) 
din M. Acestei hărţi îi ataşăm trei funcţii reale 

E = (Tus Tau) F= (Fu Teh G = (Fo 7.) 

definite pe D. Funcţiile E şi G sînt strict pozitive Z fi 
deoarece reprezintă pătratele lungimilor vitezelor parți- K fu 


ale. Unghiul 0 dintre 7, şi 7, depinde de F (fig. 137) Pa 
deoarece 9 


F = || F Illl Fl] cos 0 = VEG cos 8. Fig. 137 
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Funcţiile E, F şi G măsoară modul în care r îndoaie regiunea plană ID 
pentru a o aplica pe regiunea curbă t(D) din [M. Aceste funcţii determină 


complet prima formă fundamentală a suprafeţei. Într-adevăr, dacă & şi b 
sint doi vectori tangenţi la [M în punctul r(u, v), atunci avem 


{*) a = AT u ast i = biT u + bT» 
și deci 
I(d, b) = (a,b) = E ab, + F(ab + ab) + Gasba. 


În particular pătratul elementului de arc (al unei curbe de pe r(D)) este 
ds? = (dF, d7) = E du? + 2F du dv +G dv?. 


„Cu ajutorul vitezelor parțiale Tu Şi T, se construieşte funcția vectorială 
Z =T„ XT, care ataşează fiecărui punct (u, v)e[D un vector perpendi- 
cular pe Tu 7, în punctul r(u, v)e r (ID). Avem 


IZI = |F. X Fel = EG ZF > 0 (identitatea Lagrange). 


Din punct de vedere local, funcția Z poate fi privită ca un cîmp vectorial 
normal pe r(D) < M şi cu ajutorul ei construim cîmpul normal unitar 


D= Xr, 
[Fa X roll 


Conform observațiilor anterioare, calculul derivatelor covariante ale 
cîmpurilor vectoriale definite pe [M în punctele curbelor parametrice ale 
hărții r se reduce la calculul derivatelor parțiale în raport cu u şi v. Dacă 


T(u, v) = (zu, v), y(u, v), z(u, v)), 
atunci 
Fu = (Lus Yus Za), Te = (Los Yos Ze) 
gi 
Fus = (Lut, Yus, Zua) = D; Tu 3 


Tuy = (Luvs Vu Zue) = Dire = D; fus 


Ta = (Za, Yoa, Za) = D; fv, 


sînt vectori legați în r(u, v). _ 
Fie S aplicaţia Weingarten ataşată lui U. Cu ajutorul ei definim pe ID 
alte trei funcţii reale 


l= (S(r,), Tu), 
m = (S(7,), T.) = (Fus S(7,.)), 
n = (So), Ts). 
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Deoarece Yu, 7, constituie o bază a lui TaM, {Y} P e r(D)c M, aceste funcţii 
determină unic a doua formă fundamentală. Într-adevăr, dacă d şi b sînt 
doi vectori tangenţi la [M în punctul r(u, v), atunci avem egalităţile (*) 
gi deci 


II(ă, b) = (S€), b) = lab, + maba 4+ abi) + naby. 
În particular 
(S(d7), d7) = I du? + 2m du do + n da. 


Coordonatele lui S(r,) şi S(7,) în raport cu Fu, 7, nu sînt simple din cauza 
faptului că baza r, şi r,nu este în general ortonormată. Avem însă avan- 
tajul că obţinem expresii simple pentru curbura Gauss şi curbura medie. 


12.1. Teoremă. Dacă r este o hartă în M, atunci 


— mê T 
Kir) = In — m r Ba GI — 2Fm + En 
BG — F? 2(BG — F?) 


Demonstraţie. Expresiile lui K(P) şi H(P) în funcție de vectorii V (P) 
şi Va(P) tangenți la [M în P sint date în § 10, lema 10.5. Dacă vectorii 
V,(P) şi V„(P) sînt înlocuiți cu vectorii Fu(u, 2), F„(u, v) tangenți la [M în 
F(u, v), atunci găsim pe E(r(u, v)) şi H(r(u, 9)). 

Dacă harta r reiese din context, atunci funcţiile compuse K(r) şi H(r) 
vor fi scrise pe scurt K şi H. 

Determinarea funcţiilor l, m şi n pornind de la definiţie este complicată. 
De aceea, urmînd ideea din lema 9.1, vom stabili nişte formule mai avan- 
tajoase din punctul de vedere al calculelor. Deoarece 


(U, Tu) = 0 


derivarea parţială în raport cu v (derivarea obișnuită de-a lungul curbei 
de parametru v) ne dă 


G - = — Sni —— 
0 = PR (U, Tu) = (Ur, fu) + (U, Tu). 


Pe de altă parte ştim că 


U, =—8(F,) 
şi astfel găsim 


m = (80), Fa) = (U, Fu) = (U, Pan) = (Fos ST). 


Astfel am pus în evidență o nouă formulă pentru 
calculul lui m (fig. 138) şi am demonstrat că ope- 
ratorul S$ este simetric. 

19.2. Teoremă. Dacă r este o hartă în [M atunci 


l = (Fa), Fa) = (Ü, Pa), 
m = (S(Fu), Fe) PSP), Tus), 
n = (807), Fa) = (U, Fa). Fig. 138 
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Demonstraţie. Pentru ] se derivează 0= (Ū, Tu) în raport cu u, iar pentru 
n se derivează 0 =(Ŭ, 7,) în raport cu v. 


§13. Curbe speciale pe o suprafață 


Curbe principale 


13.1. Definiţie. O curbă regulată œ de pe suprafata IM se numeşte curbă 
principală sau linie de curbură dacă viteza sa &' determină în fiecare punct 
al curbei o direcție principală. 

Astfel curbele principale sint traiectorii în direcţiile în care curbura, 
normală a lui [M devine maximă sau minimă. Abstracţie făcînd de repara- 
metrizări, prin fiecare punct al lui [M, care nu este punct ombilical, trec 
două curbe principale (necesar ortogonale). 


13.2. Teoremă. Fie « o curbă regulată din [M şi U restricția cîmpului 
normal unitar la a. n 

(1) Curba « este principală dacă şi numai dacă U' şi &' sînt coliniari în 
orice punct. 

(2) Dacă « este o curbă principală, atunci 


i, (ca E ial O). 
aj Ga) 

Demonstraţie. (1) Curba « este iai dacă şi numai dacă S(ă') şi 
x sînt; coliniari. Pe de altă parte S(a') = — U' şi astfel afirmaţia devine 


evidentă. 


—; 


& ._ 
(2) Deoarece T7 este un vector principal avem 
x 


w 


E A ) CACCIA 
AE a (cz 1) ( (zi i)” iz 1) CA 
(vezi şi lema 9.1). 


Curbe asimptotice 


Direcţiile tangente la suprafața IM pe care curbura normală este zero 
se numesc direcţii asimptotice. Cu alte cuvinte un vector v tangent la IM 
este asimptotic =k(0) = 0 = (S(T), v) = 0. 


13.3. Teoremă. Fie Pun punct din suprafața IM. 

(1) Dacă K(P) >0, atunci în P nu există di- 
recții asimptotice. 

(2) Dacă K(P) < 0, atunci există exact două 
direcții asimptotice în P. Bisectoarele acestor di- 
recții sînt direcțiile principale. Unghiul dintre o 
direcție principală şi o direcție asimptotică este dat 
de (fig. 139) 


tg20 Sa k(P) a 
Fig. 139 ka P) 
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(3) Fie K(P) = 0. Dacă P este planar, atunci orice direcţie ce trece 
prin P este asimptotică. Dacă P nu este planar, atunci există o singură 
direcție asimptotică care este şi direcție principală, 


Demonstraţie. Totul rezultă din formula Euler 
k (t) = hu(P)eos20 + ka(P)sin?0. 


(1) Deoarece ky kẹ au acelaşi semn rezultă k (u) # 0. 
(2) Deoarece k, şi k, au semne contrare, din ecuaţia 


k cos?0 -+ hosin?0 = 0 


obţinem două direcții asimptotice. 

(3) Dacă P este planar, adică k (P) = ka P) = 0, rezultă k) = 0 
gi deci direcțiile asimptotice sînt nedeterminate. 

Dacă W(P) #0, ka{P)=0, atunci k ,(ŭ)= k(P)cos?0 se anulează 


. T . y =k — 
numai pentru 0 = > Și deci ù = €x. 


- 


13.4. Definiţie. O curbă regulată « din M se numeşte curbă asimptotică 
dacă viteza sa w dă în fiecare punct o direcţie asimptotică. 


13.5. Teoremă. Fie « o curbă regulată din [M şi U restricţia cimpului 
normal unitar la «. = 

(1) Curba « este asimptotică dacă şi numai dacă U’ şi w sint ortogonali 
în orice punct. 

(2) Curba a este asimptotică dacă şi numai dacă acceleraţia sa a 
tangentă la M. 


+t 


este 


Demonstratie. (1) Curba « este asimptotică = k,(&') = 0 = (S(%'), x)=0, 


— 


şi ținînd cont că S(&') =— U’, <> (U”, 4) = 0. 
(2) Derivind pe (U, &') = 0 găsim 


(T'a) + (0,2) =0 


şi deci (U',3)=0(0,%)=0. 


13.6. Teoremă. O suprafaţă [M este minimală dacă şi numai dacă în 
fiecare punct al său există două direcţii asimptotice ortogonale. 


Demonstraţie. H(P) = 0 = k(P) = —ka(P) = (1)P este planar (şi cri- 
teriul este banal) sau (2) K(P) <0 cu 0= + 3 ceea ce înseamnă că cele 
două direcții asimptotice sint ortogonale. 


13.7. Teoremă. Dacă M este o suprafaţă riglată, atunci iK < 0. Supra- 
fața riglată [M este local euclidiană (K = 0) dacă şi numai dacă U este 
paralel de-a lungul fiecărei generatoare a lui [M (de-a lungul generatoarei 
avem același plan tangent). 
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Demonstraţie. O dreaptă ă = ă + ib situată pe o suprafaţă este o curbă 
asimptotică deoarece 7” = 0 este un vector tangent la IM. Prin definiţie, 
prin fiecare punct al unei suprafeţe riglate trece o dreaptă eare este conți- 
nută în suprafaţă. Astfel în fiecare punct avem cel puţin o direcţie asimpto- 
tică şi în baza teoremei 13.3 rezultă K < 0. E 

Fie « o generatoare oarecare a lui IM. Dacă U este paralel de-a lungul 
lui «, atunci S(a') = — U’ = 0. Astfel « este o curbă principală cu curbura 
normală k,(«') = 0 şi deci K = kk, = 0. Invers, dacă K = 0, din cazul 
(3) al teoremei 13.3 rezultă că direcţiile asimptotice (şi curbele) din M 
sînt şi principale. Astfel fiecare generatoare « este atit o curbă principală, 
adică 

B(a) = k(t’ yà’, 
cît şi o curbă asimptotică, adică k,(«') = 0. 
Rezultă 
U' = — KR’) = 9. 


Geodezice 


13.8. Definiţie. O curbă regulată a din [M se numegte geodezică a lui M 
dacă acceleraţia sa œ” este normală la M. 

Deoarece &” este normală lui [M, un observator din [M nu sesizează nici o 
accelerație de-a lungul lui «, adică pentru un astfel de observator geodezica 
a este ca linia dreaptă pentru un observator din spațiu. Se poate demonstra 
că arcul de curbă care dă minimul distanţei între două puncte pe o supra- 
faţă este o geodezică (şi reciproc). zi 

Fie « o geodezică a lui [M. Deoarece «” este normală la [M, în particular 
avem 

(œ, a') = 0 = (a, x’) = const, 
și deci viteza, unei geodezice este constantă. 

Deşi definiţia geodezicei unei suprafeţe este independentă de aplicaţia 
Weingarten, totuşi între elementele Frenet ataşate unei geodezice și 
aplicația Weingarten există o striînsă legătură. Pentru a pune în evidenţă 
acest lucru, fie « o geodezică cu viteza unu. Deoarece N = p este un 
vector normal la [M, avem 


—N' = S(a) =8(7) 
şi în baza formulelor Frenet găsim 


S(T) = kT ai -B. 


Ş14. Aria unei porţiuni de suprafață 


Fie o o porţiune dintr-o suprafață IM c [R° reprezentată de imaginea 
funcţiei r: D, — M, adică o = r(ID,), unde D, este un dreptunghi închis, 
iar r b D — M, D = int. D, este o hartă. Dorim să definim aria lui o = 
= r(D,). 
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Fig. 140 


Fie 7 = F(u, v), (u, v) e D, ecuaţia vectorială a lui r(ID,) = v. Liniile de 
coordonate împart pe o în patrulatere curbilinii. Dintre acestea, alegem 
pe cel mărginit de curbele (u), (v), (u + Au), (v + Av), figura 140. 

Aria, patrulaterului curbiliniu PQRS se aproximează cu aria paralelo- 
gramului rectiliniu construit în planul tangent TM pe vectorii r„Au și 
p„Aw. Astfel 


Aria PORS = |7,Au X T,Av|| = || Fu X 7,llAuAv 
ŞI 
Aria o = X Aria PQRS = 3, [Fa X T || AuAv. 


Aceste observații ne permit să spunem că simbolul 
do = || Fu X 7,ldu do = [F3F? — (Tu Ta)? du dv = EG — F? du do 


este elementul de arie al porțiunii o. Aria lui o se defineşte ca fiind inte- 
grala 


A = ue = (z — F? du dv. 


G 
Li] 


Dacă c este dată cartezian explicit prin 2 = f(x, y), atunci 


do = VIF p+ Pâzdy și 4 =|| VFF Tar av. 
D 


Fie M o suprafață şi c; c [M un număr finit de imagini de tipul r:(Do) 
care nu au în comun decit frontierele ĉc; ; 
(fig. 141). IQ 


Prin definiţie avem TO 
Aria (6, U Sg U ... U Op) = x ae 
k 
9, Fig. 141 
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14.1. Exemple 


1) Fie o sfera de rază R. Ea poate fi privită ca fiind imaginea lui D:0s<esr, 
0 < 0 <27 prin 


x = R sin ọ cos 0 
y = R sine sin? 


z= R cos ọ 


z 2r 
și [EG— F? = R? sin ọ. Astfel A = | ( zsm e de d9 = Ar Re. 
0 0 


2) Fie torul de raze R >r>0: 


z = (R +r cosu) cost 
y = (R +r cosu) sinv 
z = r sin u, (u,v)e [— m, n] x [— 7, T]. 
Să se arate că 
A = 4r? Rr. 


§15. Subvarietăţi ale lui [R” 


Fic [R” spaţiul euclidian canonic cu n dimensiuni. 


15.1. Fie m < n două numere naturale. Incluziunea canonică [Re [R? este (£i... Pa) 
> (ap 2-3 Tm Os -3 0). Uneori se scrie R” = R” x [RP 

O submulțime [M a lui [R” se numește subvarietate de dimensiune m dacă satisface una dintre 
următoarele condiţii (echivalente) : 

(1) pentru V z€ [M există o mulţime deschisă [D din [R” care conţine pe x și un difeomor- 
fim f: [D > f(ID)e [R? astfel încit AD 0 M) = KD) N R”: 

(2) pentru Vze [M există o mulțime deschisă [D din [R”care conține pe zși n — m funcţii 
diferențiabile f; : [D > [R; i = 1, 2,..., n astfel încît vectorii grad f(x) să fie liniar indepen- 
denfi și 


M ^ D = {2 | 2€ D, A£) = 0,.. s from) = 0}; 


(3) pentru Yre [M există o mulțime deschisă [D din [R” care conține pe x și o submersie 
f: D> R” astfel incit M ^n D = {¢ | te D, f(x) = 0}; 

(4) pentru Yre [M există o mulțime deschisă [D din [R” care conține pe 2 = (2i... Tp)» 
o mulțime deschisă [E din [R? care conține pe (Xis... €m) Și n— m funcții diferențiabile 
h: E> [R, i= 1,2, ...,n— m, astfel încit, abstracție făcînd eventual de o permutare a 
coordonatelor, [M n [D să fie graficul aplicaţiei (hy... him): E> R”; 

(5) pentru Vz€ [M există o mulțime deschisă [D din [R” care conține pe x, o mulțime des- 
chisă [E din [R” şi o imersie injectivă g9:[E — [R" cu imaginea [Mn ID și cu inversa 
9>: MN D > [E continuă. 

Dacă în fiecare dintre aceste definiții utilizăm funcţii de clasă CP, atunci [M se numeşte 
subvarielate de clasă CP. 
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Numărul natural n — m se numește codimensiunea lui [M. 


15.2. Subvarietăţile de dimensiune 0 sînt mulțimile de puncte izolate din [R”. Subvarietăţile 
de dimensiune 1 se numesc curbe, iar subvarietăţile de dimensiune 2 se numesc suprafețe. 

Subvarietăţile de codimensiune 0 sînt mulțimile deschise din [R?. Subvarietăţile de codimen- 
siune 1 se numesc hipersuprafefe. 

15.3. Fie [M o subvarietate a lui [R2 de dimensiune m. O funcţie diferenţiabilă h: D>R” 
eu proprietățile 

1) [D este o mulțime deschisă din R” 


2) KD) < M: 


3) h este o imersie injectivă, 
se numește hartă în M. 

Dacă h este numai imersie, atunci h se numește parametrizare a regiunii (D) din [M. Conform 
lui 15.1.(5) orice punct x e [M admite hărți h: [D — [M astfel încit ze H([D). 

13.4. Fie [M o subvarietate a lui [R”. Un vector v din [R” se zice tangent în æ la [M dacă 
există o curbă din [M (o aplicaţie diierenţiabilă a : I — [M, I=interval deschis din [R) pentru 
care a(t) = x, (lo) = 0, bel. 

Mulțimea vectorilor din [R” tangenți la [M în xeste un subspațiu vectorial al lui [R” de dimen- 
siune m, numit spafiul tangent la [M în z și notat cu T, M. 

Mulțimea T [M= U T, [M se numește fibrarea tangentă a lui [M. Aceasta este o subvarietate 


xE 
a lui [R™” de dimensiune 2m. 


15.5. Fie [Mo subvarietate a lui [R? și æ: I— [Mo curbă din [M. Restricția «: [a, b]—> 
— IM, [able I, se numește segment de curbă în [M. 

O subvarietate [M de clasă C?, p > 1, se numește coneză dacă W x, yE [M există un segment 
de curbă în [M care unește pe x cu y. 


15.6. O submulțime [M a lui [R” se numește subvarietate de dimensiune m, cu frontieră, 
dacă pentru Wre [M există o mulţime deschisă [D din [R" care conţine pe x şi un difeomor, 


fism f: [D > fD) c [R” astfel încît 
KD 1 M) = AD) n Gto), 


unde HP = {(£p.. Tu)E R”, €m > a} și ce R”-”, 

Mulțimea 0[M=(2! ze [M, [(3)e RI (a) x (e), numită frontiera lui [M, este o subvarie- 
tate de dimensiune m— 1. Mulțimea [M— 0[M, numită interiorul lui [M, este o subvarietate 
de dimensiune m. 


Spaţiul tangent T, [M se definește ca şi pentru o varietate fără frontieră. 


15.7. Hipersuprafefe cu frontieră. Fie M o hipersuprafață în [R”. O hipersuprafafă cu fron- 
tier în [R” poate fi definită astfel 


M = {zE M lg) S er o g) S Cp, unde gy... Iy :M> R 


sînt funcții diferențiabile cu proprietățile g/1(c;) N gpi(c)) =9, Vizi și sradg,() Æ 0, 
k 
V ze g 1(c,). Frontiera lui [M este 3fM= Use n M. 


i=l 
Dacă hipersuprafața {M este caracterizată prin ecuația f(x) = O (grad f(x) Æ 0, Y ze M, 
k 
atunci [M = Fe) n Mgr oœ, 61) si T, M = (ve T, R” (o, Y fa) = 0}. Un vector 


i=l 


251 


ve 'T,[M, ze ôM c [M (adică ze g7*(c;) pentru anumiţi i) se numește 
1) orientat către exterior dacă (v, Y g,(7)) > 0, 
2) orientat către interior dacă (v, Y g,(2)) < 0, 
3) tangent la frontieră dacă (v, Y g,(7)) = 0, 
4) normal la frontieră dacă (v, w) = 0, Y we TIM n TIM. 


15.8. Fie [M o hipersuprafaţă a lui [R” cu sau fără frontieră. Un cîmp vectorial norma? 
unitate U pe [M se numește orientare a lui [M. 
Noţiunea generală de orientare va fi dată în capitolul 4, $ 7. 


§16. Probleme 


1. Fie funcția r:[D-— [R?, dată prin r (u, v) = (cos 27 u, sin 27 u, v). Să se arate că r 
este o hartă proprie și că r([D) este suprafața [M : 22 + y? = 1, —1 < x < 1, y > 0, zER- 


2. Fie imersia r: x = u cos D, y = u sin v, Z = aln(u + Vu — a), a>0, ue[a, œ), ve IR- 
Să se determine curbele de pe suprafaţa r([a, 00) X [R) care intersectează curbele v = v sub 
un unghi constant. 


3. Să se determine ecuaţiile carteziene implicite ale suprafeţelor cilindrice ale căror curbe 
directoare sint 


1) z? + y8? — 3x + 2y —1 = 0, z= 0, 
2) x? — t + 2y —1 = 0, z=0, 


ale căror generatoare sint perpendicula re respectiv pe planele curbelor directoare. 


4. Se consideră funcția r: [R2— [R?, r(u, v) = (1 + uv, u + up, u? + uè). 
1) Să se arate că r([R?) este o „suprafață conică”; 
2) Să se găsească ecuația carteziană a lui r([R°). 


5. O suprafață care admite simultan parametrizările T(u, v) = %(u) + võlu) şi 7(u, 0) = 


= ¥(v) + uă(v) se numește dublu riglată. 
1) Să se arate că orice suprafață dublu riglată este o cuadrică; 


1 1 2u 
2) Se consideră harta r definită prin z=a(fu+>), pba]; z= — y 
v D D 


uE [R, vE [R — {0}. Să se arate că imaginea r([R x ([R — {0})) este o suprafață dublu riglată. 
Să se determine curbele coordonate ale suprafeței și ecuația carteziană a suprafeței. 


6. Suprafața generată prin rotirea unui cerc în jurul unei axe conținută în planul cerculu î 
(care nu intersectează cercul) se numește tor. 

Alegind convenabil axele, să se găsească o parametrizare a torului. Apoi să se determine 
ecuaţia carteziană implicită. 


7. Fie sfera [M:22+ y? + 22 = a? și harta în sferă r(u,v) = (a cos u sin v, asin u sin i 
a cos v), (u, v)E (0, 27) x (0, 7). Să se găsească expresiile în coordonate pentru următoarele: 
funcții definite pe [M : 

1) f(z, y, z) = x? + 2; 2) f(z, y, z) = (y — 2} + xè. 

8. Să se construiască mulțimile de nivel [M = f(c), pentru f(x, y, z) = x? + y? — z? şi 
C4 = — 1, ĉ& = 0, c} = 1. Pentru fiecare dintre ele să se cerceteze în care puncte spațiul tangent 


va fi [Y f(PIL. 
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9. Fie suprafața [M : t% yf zY = 1, œ B, yE [R. Planul tangent la [M în punctul (£o Yo» Zo} 
intersectează axele de coordonate respectiv în punctele A, B, C. Să se arate că punctul (Tọ, 
Yo Zo) este centrul de greutate al maselor” œ, B, y aplicate respectiv în A, B, C. 


10. Fie [D c [R? o mulțime deschisă și conexă, iar r : [D —> [R° o parametrizare. Să se arate 
că dacă normala la suprafața r([D) are direcție fixă, atunci suprafața este o parte a unui 
plan. Să se verifice acest rezultat pentru 

1) r; R? —{0, 0) > [R?, r(u, v) = (u? + v?, uv, (u + v), 

2) r: IR? —{(u, v)ju > 0, v > 0, u—v > 0, u— 3v > 0} > [R?, 


r(u, v) = (e — 0, u? — 3, 2 (u — 2n) . 
2 


11. Să se arate că suprafaţa Țiţeica [M : xyz — 1 = 0 nu este conexă. 


12, Fie a > b >0 și funcţia r: [R2— [R° definită prin r(u, v) = ((a + b cos v)ìcos u, (a 4- 
+b cos vinu, b sin v). 

1) Să se arate că r este o parametrizare a torului, dublu periodică. 

2) Să se arate că torul este o suprafață conexă și compactă. 


13. Fie [M o suprafață orientată și fie (d, 5 o bază pentru planul tangent T [M. Să se arate 
că orientarea bazei fă. este coerentă cu orientarea U a lui [M dacă și numai dacă este înde-- 
plinită una dintre următoarele condiţii : 


— 


1) (ÙP), îxb) >0 


ri [i 
2) -= = Re — | pentru 0 < 0 < n, unde geste rotația pozitivă de unghi 0 în T M- 
(RA lall 


14. Fie suprafața [M : z = f(x, y) orientată prin alegerea cimpului normal unitar 
Ja lihi +k 
Vi+ +7 


Presupunem că f(0, 0) = f,(0, 0) = f0, 0) = 0. 
1) Să se arate că iși j sînt vectori tangenți la [M în (0,0,0). 
2) Să se arate că 


S(T) = f(O, Oji + fry, 0)j 


SU) = fey (0, 0)i + fya(O, OI. 


15. Fie M= f'1(1), unde f(x, y, 2) = — x? + y? -+ 22. Să se orienteze suprafața [M. Să se 
determine curbura normală a suprafeței în punctul P(0, 0,1), în direcția T, unde 7 este ur 
vector unitar, DE Tp[M. Cazuri particulare : 


+ = =» > A 1 1 
1) îsi (1,0,0); 2) ? =j = (0,1,0); 3) T= | =, 0]: 
y2 y2 
16. Fie kı Kə curburile principale ale suprafeței S de separație a unui lichid. Presiunea 


normală p, pe elementul de suprafață, într-un punct oarecare, e dată de ecuația Laplace 
G(k, + k) = p, unde o este tensiunea superficială, considerată constantă. Să se afle presiunea 
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p cînd S este: 


1) Suprafaţa Enneper 


z = refa =ou y= m| + Băi, z= Re (za 


i=u+io, P= —1. 
2) Şaua : z = qy. 
17. Fie suprafețele 


1) [M : z = e?%% — 1, 2) [M : z = In cos x— 1n cos y, 3) [M :z = (x + 3y)?. Să se deter- 
¿nine curburile principale și aproximarea pătratică a suprafeței [M în jurul lui (0, 0, 0). 


18. Fie harta Monge r:r=u, y = v, z = f(u, v). Să se arate că 


E =1 + f, F= fafo G=1 +4 Ê, 
(= ua, m= te, n= fep, 
W W wW 


unde W = |14 + f. 


u? 
19. Să se arate că imaginea imersiei (suprafața Enneper) r : R? > [R3, r(u, v) = (+ —— + 


v3 
+ u02, o — — + u, u2— :) , este o suprafață minimală. 
3 


20. Pseudosfera. Fie a«(u) = (x(u), y(u)) unde x(u) = ri — e" dt, y(u) =e%,u>0 


0 
și fie [M suprafața de rotație obținută prin rotirea lui œ în jurul lui Oz. Să se arate că [Mare 
curbura Gauss K = — 1. 


21. O suprafață pentru care K ] di = const., unde K este curbura Gauss pe suprafață, iar d 
este distanța de la un punct fix la planul tangent într-un punct oarecare al suprafeţei, se 
numește suprafață Țifeica. Să se arate că [M : zyz—1 = 0 este o suprafață Tiţeica. 


22, Fie B o curbă cu viteza unu și curbura k > 0. Suprafața riglată T (u, vw) = Ba) + oT(u, 


v > 0, se numește suprafața tangentă a lui B. Să se probeze că 7,X 7,3kOși că suprafața 
tangentă este local euclidiană. 


23. Se consideră imersia definită prin z = cosu cos, y = cosu sinv, z = sin u — 


T u T 
— In ie( + z) s, UG (e 2) „ve [R. Să se determine liniile de curbură și liniile 
4 2 2 
T 
asimptotice ale suprafeței r (e 2) x R) . 
2 


24. Fie P centrul masci punctiforme m, care se mișcă pe o suprafață cu accelerația d şi 


fie N reacţiunea (normală în P la suprafață). Dacă asupra particulei P nu acționează forțe 
exterioare, atunci să se arate că P descrie o curbă o, care este o geodezică a suprafeţei. 
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| 25. 1) Să se afle aria suprafeței [M: (2? + y? — 4} + (z — 4} = 1. 


2) Să se arate că aria suprafeței [M: y? + z? — x? = 0, x? + p? ṣ 1 este A = m V2 


u u 
26. Să se găsească aria benzii Möbius : v= cos u+v cos u cos — , y =sin u +v sin U cos — » 
2 2 


u 1 1 
z = sin — , uE [0,27], ve | — — ,— |: 
2 2 


27. Mulțimea matricelor pătratice reale de ordinul n, cu determinantul 1, este un grup 
în raport cu înmulțirea, numit grupul liniar special SL(n, [R). Identificăm pe M p, „([R) cu R”. 

1) Să se arate că SL(2, [R) este o hipersuprafață a lui [R*^. Să se determine T, SL(2, [R), 
unde 


2) Să se arate că S2(3, [R) este o hipersuprafață a lui [R?. Să se determine Ta, SL(3, R) 
unde 


3) Să se arate că SL(n, [R) este o hipersuprafață a lui R”. Să se determine T Sin, R? 
pentru xp = I (matricea unitate de ordinul n). 


28. (Fibrarea tangentă). Fie [M o hipersuprataţă a lui [R” orientată prin U. Să se arate că 


TIM = {(x, v) I xe M, w, U) = 0} 


este o subvarietate de dimensiune 2n — 2 în [R%. 


29. (Fibrarea sferică). Fie [M o hipersuprafață a lui IR” orientată prin U. Să se arate că 
T! [M = {(z, v) | zE M; (v, U) = 0, (v, v) = 1} 


este o varietate cu 2n — 3 dimensiuni în R”. 


30. Să se verifice că semisfera 
S = (2 Eos T3) | (Li Ta TE [R?, x] -+ a3 + a3 = 1, t > 0} 


este o suprafață cu frontieră în [R°. 


1 1 
Fie (z A I7 o) un punct de pe frontieră. Să se scrie ecuația planului tangent la S în 
2 2 
acest punct și apoi să se expliciteze un vector tangent la S orientat către exterior, unul 
orientat către interior, unul tangent și unul normal la frontieră. 


Capitolul 4 
ALGEBRĂ ȘI ANALIZĂ 'TENSORIALĂ 


ȘI. Tensori 


Fie V un spaţiu vectorial real de dimensiune n. O transformare liniară 
«w : V —> R (cîmpul [R este considerat ca spaţiu vectorial aritmetice cu o 
dimensiune peste [R) se numeşte 1-formă. Spaţiul vectorial Z(V, [R) al 
tuturor 1-formelor definite pe V şi cu valori în [R se numeşte dualul lui V 
şi se notează cu V*. Spațiul vectorial V* are dimensiunea n. Dualul lui 
V* = ZV,R), adică V**, se identifică cu V în baza izomortismului 
descris mai jos. 

Elementele lui V vor fi notate cu V, Və ..., iar elementele lui V* cu 
wl, w, a 

Fie v un vector din V şi œ un vector din V*. Dacă fixăm pe v, atunci 
funcția f, :V* —> R, fao) = o(v) este o 1-formă pe V* și deci un elemenb 
din V**. Într-adevăr, V ki ka R, Vol, o2e V*, găsim 


fki t Ra?) = (kot + ka0?)(0) = kioo) + kaw?) = 
= kifo?) + kefalo’). 


Fiecărui vector ve V i se poate ataşa 1-forma f, din V**. Să arătăm că 
funcţia v —> fe este un izomorfism de la V la V**. Mai întîi observăm că 
este o transformare liniară, 


Înmpa hpa(0) = olk, + Rata) = kolu) + kaol) = 
m kifa (0%) + Rafo) => nm ha => MEA + ko foy 


De asemenea se observă că fs =0 < v=0, iar dim V = dim VŅV* = 
= dim V**. Astfel funcția v —> f, este o bijecție şi deci un izomorfism dela V 
la V**, În consecință, dacă f este o 1-formă pe V*, atunci există un vector 
unic ve FV astfel încît f(o) = o(v), Yo e V*. 

Deoarece v —> f, este un izomorfism canonic de la V la V** se obișnuiește 
ca f, să se identifice cu v şi deci V** să se identifice cu V. În acest sens 
spunem că V este dualul lui V* sau că V, V* sînt duale unul altuia. 


1.1, Definiţie. Un tensor de tipul (p, q) pe V, unde p, ge ÎN, este o funcţie 


T:V*x ... XV*XV X... XV—>R, 
] factori q factori 
(01, aan, OP, 0.599) Toi, aag P, Dy oey Da) 
liniară în fiecare argument (multiliniară). Numărul p se numeşte ordin de 
contravarianţă, q se numește ordin de covariamţă, iar p -+ q se numeste ordinul 


tensorului. 
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„Mulțimea tuturor tensorilor de tipul (p, q) pe V se notează cu 73(V) 
și este un spaţiu vectorial real de dimensiune n?*2(pentru dimensiune vezi 
teorema 1.3). Tensorul zero din 72(V) se definește prin O(t}, ...;, o”, 
Vis -3 V) = 0, Val, ..., 0P E V*, Vo,...,veV. Evident 70(V) = V* 
şi se acceptă identificările 76V) = R, 74V) = V, adică tensorii de ordinul 
zero sînt numere reale, iar tensorii de ordinulunu sînt vectori contra- 
varianți (elementele lui V) sau vectorii covarianți (L-forme, elementele 
lui V*). 

Identificarea 73(Y) = V impune definiţia v(0) = (v), ve V, oeV*. 

1.2. Definiţie. Fie Z2V), T(V) şi 72:7(V). Funcţia 

O :Za(V) x TAV) —> Zais(V) 

definită prin 
Se Toi, ..., 02%, Oi, oe -3 Ogge) Slot, - 3007, Day ee ea da) T(aPY1, 077, 
Day -- -3 Pas) Se numește produs tensorial. o. 

Se observă că produsul tensorial este o aplicație biliniară şi asociativă, 
adică 


(kSi + ka82) O T = kN, Q TEN: Q T, 
K Q (Ti+ kT) = KS © T14 kS Q Ta ky ke R, 


SOT Q R) = (SQT) QR. 


Asociativitatea permite extinderea definiției produsului tensorial la un 
număr finit de factori. 

Fie (e,î = 1, ..., n} o bază a lui V. Orice vector contravariant ve V 
se poate scrie în forma v = vie, (convenţia Einstein de însumare) numerele 
reale zi, = 1, ..., n numindu-se coordonatele lui v. 

Fie 3! = le pentru i=j 

0 pentru i#ĵ 
ale cărei elemente sînt definite prin 


simbolul lui Kronecker. Mulțimea (&, j=1, ...,n) 


(ei) => 3, å, j = Lo 


A . n 
este o bază în spațiul n-dimensional V*. Într-adevăr, ecuația $ o= 0 
j=l 
" 
implică $ c;e!(e;) = 0, adică o; = 0, j =H, .. n, ṣi deci (6,j=1,... 
j=l 
„+. n} este liniar independentă. Orice vector covariant we V* se serie 
în forma o = œe (convenţia Einstein de însumare), numerele reale wj, 
J3 =1,..., n, numindu-se coordonatele lui œw. 
Baza (e,j =1,...,n} a lui V* definită prin e(6,) = èi, ij = 1, ... 
..-, n, se numește bază duală. Avind în vedere identificarea lui V** eu V 
bazele {e;, i = 1, ..., n} şi (e%,3 = 1,..., n} sînt duale una alteia. 


1.3. Teoremă. Dacă {e, i = 1, ..., n} este o bază a lui F, iar (e/,j = 
= 1,...,m este baza duală în V*, atunci mulțimea 


(6.9 ... OQ iQ iQ n. ee, i, «n po Încep ja = L, ct) 


este o bază a lui 72(Y), numită baza produs. Deci dim 72(V) = mie. 
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Demonstraţie. Mulțimea din teoremă este liniar independentă. Într-ade- 
văr, relaţia 
pie i 6,0... 96,9 eh Q... Q d1 = 0 (tensorul zero) 


Scrisă cu erp Einstein de însumare, implică, 


= pu Pe... 96,060... Pee, ...,eo,a,..., er) = 
= TEG eleh) ... i a „+ Pafen) = 


= Tzi: eo Biz Bin, dle > Tiraka, ky ooy hy by cea lg Sp i 


Pies lg 


Să arătăm că mulţimea din teoremă generează pe 7 2(V). Pentru aceasta 
fie Te 72(V) și numerele reale Ti: 2 = Te, ..., EP, ej, . er Ci) Găsim 


k 
Tip: cu 8... Oa, OA... O ul IL ADE eu) = (e, sye P, 
ehs e 3 Cr) Deoarece T este multiliniar, iar {e;}, (e?) sînt baze duale, ultima 
relație implică 


i.i . 4 
TAII a O... 90,99... O Pol, nnn, OP, Oy ooog U) = 
= Tol, ..., OP, Dy eeey Uh Yol, PE VE, Yog... 0E F. Deci 


tie.. tp 
T = TR en O 00,00... O 
unde numerele reale 
îi i 
Titi] = De, 09,6... en) 
sint coordonatele tensorului T în vaport. cu baza produs. 


Fie Sa: 2 coordonatele lui S, fie Tř: 32 z coordonatele lui T şi fie ke R. 


Coordonatele tensorilor LES, S +T şi 5 ®© T sînt respectiv 
ESE: A Si: .. 2 $ Tř: 42, Si: 72 Ti: 42 


Fie (e, i = Lo ny Şi e, =1',... n} două baze în V şi (e,j= 
= 1, ep {e", j' = 1’, ..., n'} respectiv bazele duale în V*. Schimbarea 
bazelor este descrisă de relaţiile 


e, = Aben Ë = Ata, 


unde 
AiO A? iA? Și 
Ai, = di A; A; = dj. 
Corespunzător, 
„, ? . i , 7 
J1 3 ti P j J 
e, 8...06,8c'0...0 BE d esa A AI ese die BI 
1 p t tip Jı ig + 


9... ge, QO... Qd. 
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Aceasta implică 
= Ai, o; = Alo, 


şi în general 


FL z si ; : 
AR i 1 i ji jq Înceeia 


iei i i jamisi 
a AA E E. Ă TE S Pa 
Aceasta din urmă poartă numele de regula de schimbare a coordonatelor 
unui tensor la o schimbare a bazei. Se observă că schimbarea pentru indicii 


de covarianță se face cu ajutorul elementelor matricei A = [Ai] în timp 
ce schimbarea pentru indicii de contravarianță se face cu ajutorul matricei 
A = [45]. 

Fie o:V x... X V >R, (y... 0) 0.0), un tensor de 
tipul (0, q). Acesta se numeşte 

1) simetrie dacă valoarea sa rămîne aceeaşi pentru toate permutările 
posibile ale argumentelor, 

2) antisimetrice dacă valoarea sa după orice permutare a argumentelor 
este produsul dintre valoarea înainte de permutare şi semnul permutării. 


1.4. Definiţie. Pie p >0,g9 >0, 8s =1, ..., p; t= 1, -.., q. Aplicația 


tri: Z2V) > Z22V) 
definită prin 
(tri TA, ee eg OPTI, Dig eee aa) = 2 Plot, se., 07l, et, 0f Pl, 


a P 
Viy ee ey Upis Cry Viy ee e3 Ug-1)) 


unde țe;) este baza lui V, iar (e?) este baza duală din V*, se numeste contrache. 
Pe coordonate contracția acționează astfel 


i i Sr -t E; ..„Îs— kis îp— 
(în, Dia = Se Daia 


1-1 ° 
k=1 


Exemple. 1) Dacă TI sint coordonatele unui tensor mixt de ordinul doi, atunci Ti == Ti + 
+ ... + T3 este un tensor de ordinul zero (număr real). Evident Zi este urma matricei ale 
cărei clemente sint coordonatele T}. 

2) Fie T fun tensor de tipul (1, 2). Contractind pe i cu j obţinem vectorul covariant T$ 


ik? 
contractînd pe i cu k obținem vectorul covariant Tir 


În final presupunem că V este un spațiu euclidian. Produsul scalar (,) 
pe V este un tensor covariant de ordinul doi (formă biliniară), simetric şi 
pozitiv definit. Acesta se numeşte metrica riemanniană pe V. Metrica 
induce transformarea liniară nesingulară (izomorfism) 4 :YV —>V*, 
Gu(v) = (u, 9), Yve V. Fie £-1 inversa lui 4; dacă we V*, atunci 
($-1o, v) = o(9). 

Fie {e} baza ortonormată în V. Dacă notăm (e) = ei, i= l1,...,n 
atunci %(e,)(e) = (ei ep) = du, adică ei(e;) = (= 3$). Rezultă că mul- 
timea (e?) este bază duală în V*. 
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Fie (e Q e} baza în 73(V). Metrica riemanniană și transformarea liniară 
nesingulară asociată % sint caracterizate prin matricea [gp] simetrică 
şi pozitiv definită. Inversa lui [9,,] este o matrice simetrică şi se notează 
cu [9*!]; deci gug = 37. Dacă o este un vector din V, atunci gy0" este un 
vector din V*; dacă œ, este un vector din V*, atunci gi! este un vector 
din V. Acestea se extind prin definițiile care urmează. 

1.5. Definiție. Fie s=1,...,p; t=1,..., q şi Te7?(V). Functia 
definită prin 

Gear: TAV) > TIV), 
s ` ai y Gi À 

(Fet Dol, eeey 0973, iy oe ey Vaza) = Thot, oag 0T, F(t), 0 ooa 0T, 

A 
U seag Dia eeey Vaza) 
unde semnul ^ înseamnă că argumentul respectiv lipseste, se numeste coborirea 
indicilor. 

Pe coordonate, 

N A PE NR E E Ap 
E Thpir MPTE E Ja ThE Pa 

Analog, utilizînd pe 9-1, se defineşte ridicarea indicilor. 

Izomorfismul %4 permite identificarea lui V cu V*. De asemenea prin 
intermediul coboririi şi ridicării indicilor el induce un izomorfism între 72(V) 
şi 73(V). În acest context vorbim despre coordonatele contravariante, 
mixte sau covariante (după caz) ale aceluiași tensor. De exemplu, 


Jgră Tir, 9* Ta T: 


sînt respectiv coordonatele contravariante, miste și covariante ale ten- 
sorului de ordinul doi T = Té Qe&. 


$2. Cimpuri tensoriale 


Fie M o mulţime deschisă din (R”. Mulțimea Z([M) a tuturor funcţiilor 
reale (cîmpurilor scalare) diferențiabile de clasă C” definite pe [M este un 
spaţiu vectorial real. Deoarece înmulţirea funcţiilor reale este o operaţie 
[IR-biliniară, comutativă, mulţimea Z([M) este o algebră comutativă. 

Fie æ = (21, ...,2%)e IM şi fe F(M). Unui vector X, tangent la M 
în punctul v i se asociază numărul 


Xf) = Z fta-rtă) n-o 


numit derivata lui f în raport cu X, sau derivata lui f după direcția Xa. 
Derivata după o direcție are următoarele proprietăţi 

Xa(af -+ bg) = aX,(f) + bĂ(9) 

X-(J9) = (XAF) + f(0)X2(9) 

(aX; + DX) = af) + PE) 


unde X+, Y, sînt vectorii tangenți la [M în punctul y, a şi be R, f, ge F(IM). 
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Să privim acum lucrurile dintr-un alt punct de vedere. Se observă că 
dacă dăm regula f > X,(f), atunci X, este bine determinat. Astfel sintem 
conduși la următoarea definiţie care este potrivită pentru teoria cimpurilor 
vectoriale. 


2.1. Definiţie. O functie X,: F(M) — R cu proprietăţile 
X laf + bg) = aX(f) + bĂ(9) 
X(f) === (4.(J))g(2) -+ f(a) X9) 


unde a, be IR,f,ge F(M), se numeşte vector tangent la M în punctul æ. 
În acest context se observă că funcția definită prin 0,(f) = 0, Yfe F (M), 


deci vectorul zero, ca și operatorii L ET ar | sînt vectori tangenti 
a L |z 

la [M în punctul æ. De asemenea, dacă f = g = 1, atunci X,(1) = 2X,(1) 

şi deci X,(1) = 0. În plus X,(¢) = cX,(1) = 0, pentru orice funcție constantă 

c. Identiticind funcţiile constante cu valorile lor putem spune că valorile 

oricărui vector tangent pentru scalari sint nule. 

Fie TM mulţimea tuturor vectorilor tangenţi la IM în punctul w. Ele- 
m entele lui T,[M sînt funcţii reale definite pe Z([M) și deci are sens suma, 
a doi vectori tangenți şi produsul dintre un număr real şi un vector tan- 
gent. Mai mult, pentru fiecare «e IM, mulțimea TIM este un spaţiu vec- 
torial real. 


2.2. Teoremă. Mulțimea, o i=1, aa} este o bază a spațiului 
T 29 


vectorial Ts, IM (reper în punctul so). 


Demonstraţie. Evident Ai , i= 1,...,n, fac parte din TIM. Să 
ODi | za 
arătăm că ei sint liniar independenți. Pentru aceasta pornim de la relația 


ai 2 | = 0 şi folosim funcţiile coordonate æ’ :MM—> R, j= 1, ..., n. 


âzi lxo 
În baza definiției 2.1, a faptului că T. IM este un spațiu vectorial şi a obser- 


„. Gai A A; aa? | i Ă 
vaţiei — = 3? rezultă 0 = ¢— | (æ#)= d'=] =0 0 =a, j=l. p R. 
ami ami 2 mi 
g CT la CI ixo 


Gai 2 
Pentru aceasta observăm că pe o vecinătate convexă a lui a, şi pentru 
orice fe F(M) avem 


ş SU ML: £ 
A rămas să demonstrăm că Pa i = 1,..., n$ generează pe Ts, M. 


(at — zâ)dt= 
(xort(x—20)) 


1 1 
5 d aaie ad TL 
fiz) = fizo) | di Fla HE — s0)) di= f(x) Až ða 


= fiz) + $; (a — aigla), unde glai) = 2È (a). 
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Conform definiţiei 2.1 și a observaţiei că valorile lui X, pe constante sint 
nule găsim 


n 


XAf = ȘI Xa — agla) + p (a — 25) X4(9) = 


fl 
= Y Xlarge) + Şi (2 — 20) X2(9:). 
i=l i=l 
Înlocuirea s = ty implică 


n af 
Xr = Xn zi ES + . 
H= Y Tala) ai: (20 
Ținînd seama că fe F(M) este arbitrară și notind X, (xf) = ai deducem 
ð | 


284% la 


Xr = qi 


a : è Cc 
Numerele X, (x) = ai se numesc coordonatele lui X., iar reperul la A 
e 


i= 1,..., n} se numește reper natural. 


Dacă raportăm pe Ta [M la reperul natural, atunci adunarea a doi vec- 
tori se reduce la adunarea coordonatelor corespondente, iar înmulțirea 
unui vector cu un număr real se reduce la înmulțirea coordonatelor vecto- 
rului cu acel număr. 


ð 9 ð ð 
Exemplu. Pentru X = 2 — ——-, Y = — + 7 — și ke [R găsim 
ðr ôy GE) ôy 
ð 8 ð ð 
X + Y =3— + 6 —, kX = 2k — — k —.- 
az ôy az ôy 
2.3. Definiţie. O functie X :M—> U T, M, X(x£)e T, M, se numește 


zE 
cîmp vectorial pe M. 

Adunarea dintre două cîmpuri vectoriale şi produsul dintre o funcție 
reală şi un cîmp vectorial se definesc punctual. 

Cimpurile vectoriale definite prin 


ô | : 
A iil m ETN. 
CHE 
, a. i : 
şi notate cu —, i=1,..., ñn, Se numesc cîmpuri fundamentale. An- 
ĉa 


samblul lor se numeste cîmpul reperului natural. 


2.4. Teoremă. Dacă X este un cîmp vectorial pe IM, atunci există n 
funcţii reale X :M —> R, i = 1, ..., n astfel încît 
' yayi. 
ĝa 


Demonstraţie. Prin definiţie X asociază lui ze [M un vector X(z) tan- 


gent la [IM în punctul æ. Dar X(s) = Xa) şi regulile æ -> Xi(2), 
L |z 
xe IM definesc (unic) funcțiile Xt :M —> R. i 
Funcţiile reale X’ se numesc coordonatele cîmpului X. Cimpul vectorial 
X= di L se numeşte diferențiabil (de clasă C*) dacă funcțiile coordo- 
B 
nate sint diferențiabile (de clasă C*). 


Exemplu. X(x, y) = 2-2 + e EA este un cîmp vectorial de clasă C”, 
z y 

Alternativ, cîmpul vectorial X poate fi privit ca fiind aplicaţia X : F (M)—> 
> F (M) cu proprietățile 


X(af + bg) = a X(f) + bă(9) 
X(f) = (Xa —+ 1409), 
unde a, beR, iar f,ge F(M). 


2.5. Definiţie. Fie X şi Y două cîmpuri vectoriale diferenţiabile de clasă 
C” pe IM. Cîmpul vectorial [X, Y] definit prin f— LĂ, FI) = X(X(f)) — 
— Y(X(f)) se numește croșetul câmpurilor X şi Y. 

Evident [X, Y] = —[Y, X]. De asemenea pentru orice trei cîmpuri 
vectoriale diferenţiabile X, Y, Z se satisface identitatea lui Jacobi 


LĂ, [Y, Z]] + [X, [Z, AX]] + [Z, [Z, YJ] = 0. 


Mulțimea Z(M) a tuturor cîmpurilor vectoriale diferențiabile de clasă 
C* pe [M este un spațiu vectorial real infinit dimensional. Deoarece croşetul 
[;]: Z(M) x (M) —> (iM) este biliniar peste cîmpul numerelor reale, 
mulțimea Z([M) este ceea ce se cheamă o algebră; croşetul fiind anti- 
comutativ şi verificînd identitatea lui Jacobi, algebra (IM) se numește 
algebră Lie. 

Fie T, IM spaţiul tangent la [M în punctul z şi œz O l-formă în z, adică o 
transformare liniară w, :T, [M —> R. Mulțimea tuturor 1-formelor în « 
este un spațiu vectorial real de dimensiune n, dualul lui T; IM. Acest spațiu 
vectorial se numește spaţiul cotangent la IM în æ și se notează cu T* M. 


2.6. Definiţie. Fie fe F(M). Funcţia dfz:T;M—> IR definită prin 
df-( Xz) = X(f) se numeșie diferenţiala lui f în punctul g. 
Această definiție împreună cu definiția vectorilor tangenti arată că dfe 
este o 1-formă în v. 
2.7. Teoremă. Fie 4’ : [M —> IR, J = 1, .. ., n, funcțiile coordonate pe M. 
Mulțimea {dæ, j = 1, ..., ma, este o bază a lui TŽ IM (reper în punctul æo). 
Demonstraţie. Evident dæ’ ls, j = 1, ..., n, aparţin lui T M. Fie = A 
z 
ler n} reperul natural în T., M. Finînd seama de definiția 2.6 deducem 
EA 
ô ô | ôa 
dzia | —] =—| (x)= 
ls ( F aala ) = a la 
şi deci (da, j = 1, ..., ma, este bază duală. 


= ðh i j = Leon 
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Reperul (dz, j = 1, ..., N}r, se numeşte coreper natural în £y. 


4 


: ô | e 8 
Fie X, = at — | . Rezultă dæ’ (X) = ada |z — | =a. De aseme- 
dai + azi z 
nea orice 1-tormă o,e T*M se scrie o, = oda |z, o, fiind coordonatele 


lui œ, în raport cu coreperul natural. Rezultă os (5) =W; adică coor- 
donatele 1-formei o sint valorile lui œs pentru vectorii reperului natural 
în a. 

Fie Z(M) algebra funcţiilor reale diferențiabile pe [M și Z([M) algebra 
Lie a cimpurilor vectoriale diferenţiabile pe M. 


2.8.: Definiţie. O functie œ: Z(M) —> ZF(IM), Z(IM)-liniară, o(X)-dife- 
renţiabilă VĂ e X(IM), se numeşte 1-formă diferenţială pe M. 

Adunarea a două 1-forme şi produsul dintre o funcție reală şi o 1-formă, 
se definese punctual. 


Fie œ o 1-formă diferenţială. Valorile œ, sînt 1-forme în æ. De aceea 
expresia locală a unei l-forme diferenţiale este oz = o;(0)da! |z Mai 
scurt, putem scrie ù = oda! deoarece fl-formele diferenţiale dai, ... 


..., dg” sînt duale cimpurilor fundamentale SA ina EN Ansamblul 
Qi da" 


(dai, j = 1,...,n) se numeşte cîmpul coreperului natural. Mulțimea 
tuturor 1-formelor diferenţiale pe [M va fi notată cu 2*([M). 

O mulţime ordonată (XX, ..., Xa} de cimpuri vectoriale se numește 
cîmp de repere pe IM dacă {X (s), ..., AX(2)) este o bază în T, M, Y ze IM. 
Analog se defineşte cîmpul de corepere (o, ..., w}. Acestea se numesc 
duale unul altuia dacă 2(X,) = 32. În general, cîmpurile de repere (sau 
de corepere) nu există decit pe o vecinătate a punctului æ din M. 

Dacă (Xa = 1, ..., n} este un cimp de repere pe M, atunci orice alt 
cîmp vectorial V se exprimă în forma V = V*X,. Analog, dacă (w,b = 
= 1, ..., n} este un cimp de corepere, atunci orice altă 1-formă diferen- 
ţială n se exprimă în forma n = mo. 


2.9. Definiţie. Fie 7?(T, M) mulțimea tuturor tensorilor de tipul (p,q 
pe spaţiul tangent T, IM. O functie 


T:M—> U ZATAM), T(s)e 7T: M), 
e 
se numeste cîmp tensorial de tipul (p, q) pe M. 

Fie 72?([M) mulțimea tuturor cîmpurilor tensoriale pe [M de tipul (p, q). 
Adunarea a două elemente din această mulțime ca şi produsul dintre o 
funcție reală şi un cîmp vectorial se definese punctual. Mulțimea 7?(M) 
este un spațiu vectorial real infinit dimensional. Identificări: 78M) = 


= FM), 7AM) = Z(M), 7M) = Z*(M). 
Deoarece baza canonică în 7?(T, M) este 


2 2 
00 dr 8... Q do 
e s ai di i 


expresia în coordonate a lui T este 


T(2) = T%::? (2) 


Q... o odr: g... Q dge. 
x? 


oai 
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i 


Cimpul T se numeşte diferenţiabil dacă funcţiile coordonate Ta. ser sînt 


diferențiabile. 
Echivalent, un cîmp tensorial de tipul (p, q) este o funcţie 


T: £*(IM) XxX ... X Z*M) X Z(M) xX ... X Z(M) > Z(IM), 


p factori g factori 
i 7 1 
(ot, eeg O, Xa eosa Ag) 1> Dol a a O, Xis ae pi Aah 


ZF(IM)-liniară în fiecare argument. Identificarea 7M) = ¥(M) impune 
definiţia X(o) = o(X), Xe Z(M), o e %*([M). 

Definiţiile cîmpurilor tensoriale simetrice respectiv antisimetrice ca şi 
definițiile produsului tensorial şi contracției pentru cîmpuri tensoriale sînt 
evidente. 

Fie By. Fa coordonatele cîmpului tensorial $, fie T i coordonatele 


cîmpului tensorial T şi fie fe F (IM). Coordonatele Ei aie IS, S AT 
şi S © T sînt respectiv 
i i i i k, k 
JS; Jai Aa, Bia: J +7 EA 2 Sp: -Jq T 
Fie v un punct din [M caracterizat pe de o parte prin coordonatele 


(æl, ..., 02) = (x°), iar pe de altă parte prin coordonatele (a, ... 2%) = 
= (2 ), "schimbarea de coordonate fiind zi= ai (ai) cu inversa, 0 = o(a), 


pe o vecinătate a lui & conținută în M. Baza a se schimbă în Fa 
CE jz | g s 


LR 
cu legătura —— a (2%) pr ; corespunzător baza duală (da), se 
azi m a t 
J 
schimbă în (da), cu legătura dæ’ |s = 2 (2) da |. 
Evident, 
da odt p dat dr 
ee a pp, oa 
da axi da oa 
Corespunzător 
, i i îi 
A 9 8 G , 9 az 8 Q da" — das ôx"? da 
du! ba? oz: 22? das 
ode a i ; 
A e gan sr ta O ag. O dz? 
Acestea implică, 
X” = GE Xi, Op = DE 
aa GEZA 
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şi în general 


7 Na 
K2 $ . 
pi ĉn? da? gh daia 0 m. 
FLA spe A i =... i : .. 
Ji eeJq Oz oa? i i; Jis. Jr: 
GE GE 


Observaţie. În acest paragraf, ca şi în $ 3,4,5, mulțimea deschisă [M poate fi înlo- 
cuită cu orice subvarietate de dimensiune m > 1, cu sau fără frontieră, a lui [R”. 


$3. Conexiune liniară 


Fie Y un cîmp vectorial diferențiabil definit pe mulțimea deschisă IM 
din R” şi X, un vector tangent la [M în punctul w. Vectorul 


d 
Da Y = — Y(a +tă 
X; FF (2 + tă) A 
tangent în [M în punctul z se numeşte derivata covariantă a lui Y în raport 
cu Xz Dacă Y = Y'— , atunci Da, Y = X.Y) ER 
z ai 


Această noţiune se extinde la derivata covariantă a unui cîmp vectorial Y 
în raport cu cîmpul vectorial X. Rezultatul este un cîmp vectorial care se 
notează cu DY şi a cărui valoare este Dx) Y ; pe coordonate, DzY = 


= X( n „ Această derivată are următoarele proprietăți 
a 
Dix = fDzZ + gD;Z 
(1) D(a Y +02) = aDxY 4 bDzZ 


Dz( fY) = X(f)Y +fDxY; 
unde f, ge F(M), abe R şi X, Y, Ze Z(M). 


3.1. Definiţie. O funcție D : Z(M) X Z(M) — Z(M), (X, X) —> DY, 
cu proprietățile (1) se numeşte conexiune liniară sau derivare covariantă 
pe M. 

Fie D o conexiune liniară pe IM. Funcțiile reale T} : M —> R, h, ij = 
= 1, ..., n, definite prin 


se numesc componentele conexiunii D. Aceste n? funcţii reale determină 


unic pe DY. Într-adevăr, dacă X = X! -2 , Y= Y i atunci 
ai a 


ô ô 7 a ô 
D.Y=D ic (72)= BARS n) 5)- 
F xal dai Di a7 3 dit 209 
a 


2Yi 9 ðY’ fal 
P (i „d A A e a POR Ada A Aa A ÎI a PR A e e PR 
( ôa da! i) [2 tia ) GE ; 


a 


unde s-a notat 


3 
Y; ag Z + hY”. 


O conexiune D determină următoarele două cîmpuri tensoriale : 

1) unul de tipul (1,2), T : Z(M) x Z(M) — Z(M), T(Z, Y) = DY — 
— D, X — [X, F}, 
numit câmpul tensorial de torsiune ; 

2) altul de tipul (1,3), R: Z(M) x Z(M)X Z(M) > Z(M), E(X, Y)Z = 
= D(D;Z) — Dr(DzZ) — Pon, numit cîmpul tensorial de curbură. 

Coordonatele lui T şi R în raport cu bazele canonice sînt respectiv 


i i 
Tir = Pi — Tip 


aTh _ olh 
azi îm 


+ Ti S T; Tir 


Conexiunea D se numește simetrică dacă T = 0 sau echivalent Th, = T$. 
La, o schimbare a bazei în punctul æ, componentele conexiunii se schimbă 
după legea locală 
G p ĝa” ôa „ ĝa” 
TRS S a jr x p zi 
da! 0% dai ĉa” 2 


Fie D o conexiune pe M şi Xe Z(M). Conexiunea D induce derivarea 
covariantă în raport cu X, notată Dy, care aplică pe 72(IM) în el însuşi. 
Operatorul Dy se defineşte prin 


Daf = X(f), fe F(M), 
DzrY = conexiunea pe M, 
(DzoX Y) = X(o(Y)) — o(DrY), ve ZiM), 
(Da Theo, <. 23 P, Yyy oo. Yo) = X( Tol, ..., 0P, Yy, <- A pe 
— P(Dzal, 02, ...p OP, Fay oo Fa) — eee — TOt, ..., 0, 


Y,- DrX.) Te 72(IM). 
Sé verificà relația 
Dz(S 9 T) = Dzs Q T +8 © DyzT, YS, T. 


Dacă DT = 0, V X e Z(M), atunci T se numește cîmp tensorial paralel 
în raport cu D. 


Operatorul Dy induce un operator general de derivare covariantă care 
aplică pe 72([IM) în 723,.([M). Acesta comută cu contracția. 
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Iată citeva reguli de derivare covariantă pe coordonate : 


ôT; , 
e7 Tia) ThT (X'o), e = Yro p Y'o 


i Sai 
Tj, : = 


§4. Metrici riemanniene 


Reamintim că un produs scalar pe T,M se numeşte metrică riemanniană 
pe TM. 

4,1. Definiţie. Un cîmp tensorial g de tipul (0,2) pe M cu proprietatea că 
pentru fiecare ve [M tensorul g(æ) este o metrică riemanniană pe TaM se 
numeste cîmp tensorial metric sau metrică riemanniană pe IM. Perechea 
(IM, g) se numește varietate Riemann. 

Cu ajutorul lui g putem defini norma pentru cîmpurile vectoriale, || X |? = 
= g(X, X), şi unghiul a două cîmpuri tensoriale X, Y nenule, 


_ g3, Y) 


= MALIL pelkk 
iun er 


coslo 


De asemenea metrica riemanniană g induce operațiile de ridicare şi cobo- 
rîre a indicilor pentru orice cîmp tensorial pe IM. 
Dacă există, un cîmp de repere (X,, ...; Xn} pe IM se numeşte ortonormat 
dacă gX Xo) = da adică {X (x), -.-» X(2)) este o bază ortonormată 
în TAM, Y ze IM. 

Local avem exprimarea g = gy dai Q dy, unde gy =g (s A zi - 

dat ðw 
De asemenea reamintim că dacă coordonatele (x) ale punctului » se 
schimbă în (2%), atunci funcțiile g, se schimbă după legea (locală) 
gy = 2 20 y 
ai oat 

4.2, Teoremă. Pe spaţiul riemannian (M, g) există o singură conexiune 

simetrică D cu proprietatea 


Dx(9(¥, Z)) = g9(DxY, Z) + g9( X, DzZ), YX, Y, Ze (IM), 


numită conexiune riemanniană. 


Demonstratie. Mai întìi observăm că relația din teoremă este echivalentă 
cu Dxg = 0, YX e€ (IM), adică cu faptul că g este un cîmp tensorial 
paralel în raport cu D. Pentru simplificarea demonstrației vom lucra direct 
pe coordonate ; fie g; coordonatele lui g şi r} componentele lui D. Prin 
ipoteză 


ôg, 
r} = Th gua= Ja — Tigan — Tm = 0. 
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Rezultă 
[703 Oi 09 
E pe RL = do [2 
pi a o MY 
şi deci 
09 Cu aa) 
Th, = 1 [ont EEEL 
ý [29 ( azi k ða dat 


Astfel conexiunea riemanniană este caracterizată prin simbolurile Ohris- 


toffel. 


Exemple de metrici. 1) metrica uzuală ve IR”, 9(X Y1) = (Xw Yz) = Produsul scalar 
canonic ; g;;(1) = je 


4 
2) metrica stercografică pe [R”, g(Xz Y3) = —————— (Xp Ya) k20; 90) = 
(i + ze 
4 
= — ô; 
(1 + kj le) 


d A 
3) metrica pe [M = 4 zE [R?I ti? <—, E <0, g(Xp VL) = —— (Xp Ya); 
—k (1 + RPR 


g; a tipe a pa 
o apara 


1 
4) metrica Poincaré pe [M = ((z, y)E [R2, y > 0}; 9; (% y) = cra 3; 
y 


Facem precizarea că în unele lucrări, metrica este dată prin pătratul 
elementului de arc, ds? = gyda'dat. 

Fie gu = d, metrica uzuală pe [M = [R” şi (2) coordonatele euclidiene 
(sistem de coordonate ortonormat) ale punctului ve [R”. În acest caz, 
pentru orice cimp _tensorial, coordonatele covariante, mixte sau contra- 
variante coincid. În particular pentru un cimp vectorial coordonatele 
contravariante coincid cu cele covariante şi cu cele obişnuite din geometria 
analitică elementară numite deseori coordonate fizice. 

Presupunem că de la coordonatele euclidiene (xi) trecem la alte coordo- 
nate (2), tot ale punctului a. Rezultă, 


ô ôx n gf Gai 
— du = > =» 
ða” ox i ôa” ai 


Jrj = 


Sistemul de coordonate (2) se numeşte ortogonal dacă Jey = 0 pentru 
i ]!. În acest caz gpi(2) >0, Yoe R” şi funcţiile m= grr, v=1,... 
.. 1; Se numesc coeficienții Dame. 

Fixăm un sistem de coordonate (x) ortogonal. Fie cîmpul vectorial 


EL 
X = X” Pa Coordonatele covariante ale lui X sînt Xp = $ gr Z” = 
ai itsi 
= h}, X” (fără sumare după j'). Pe de altă parte observăm că ansamblul 
format din cîmpurile vectoriale 
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este un cîmp de repere pe R”. Ortonormind acest cîmp de repere în raport 
cu metrica uzuală obţinem 


e 2 hn n oy ep = bye 
d d n’ 


Cu aceasta obținem exprimarea 


; dx! ð ; 
Xak ee AP eta E h a 4 m 
hin aat ðw i T 
== (wX je Heo + w X” er 
coordonatele 


A = hX”, ...3 X m = hy X” 
numindu-se coordonate fizice pentru X. 


§5. Operatori diferențiali 


Fie (IM, g) o varietate riemanniană, fie Z(IM) algebra funcţiilor diferen- 
țiabile de clasă C* pe [M ṣi Z(M) algebra Lie a cîmpurilor vectoriale dife- 
renţiabile de clasă C* pe M. 

Gradient. Fie fe F(IM). Cimpul vectorial grad f definit prin 


gX, grad f) = X(f) = df(X), VA e (IM) 


se numeşte gradientul lui f. 
În coordonate, 


= gii ôf ô io ĉl. 
cau pă băiete ÎL A 


Din definiţie se observă că grad f este ortogonal hipersuprateţelor de nivel 
constant ataşate lui f. 
Se verifică următoarele relații 


grad (af, + aaf2) = agrad f, + agrad fa 
grad(f,f2) = figradfa + fegrad fi 


gadai Z Ja grad fi — fi grad fo 
Íz f 


Demonstraţie. g(X, au fd) = Îl) VH ASD =g, sea hht 
+ fg (X, grad fi) = g(X, fi grad fa +f grad fi) Y Xe 4(IM). Rezultă 
grad(f.f2) = Ligradfa + fagrad fi 

Operatorul grad: F(IM)—> Z(M) definit prin f—> grad f se numeşte 
gradient. 
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Hessiană. Fie fe F(M). A doua derivată covariantă a lui f în raport 
cu conexiunea riemanniană se numește hessiana lui f şi se notează prin 
Hess f. Alternativ, hessiana este cimpul tensorial de tipul (0,2) definit 
prin 

Hess f(X, Y) = Dz(4f\ Y) = A(Af(X)) — 4f(DxrY), V X, Y EF (IM). 


În coordonate, 


32f ôf 2*f of, 
Hess f = — T} idz, (H =LI A 
ay (a I Dap a) 2 Ge, (Hess) dai dat da 


Operatorul Hess: Z([M) > 7AM) definit prin f-— Hess f se numește 
hessiană. 


Divergenţă. Fie X —> X(M), X = X' 2 şi derivata sa covariantă X‘; 


în raport cu conexiunea riemanniană. Cimpul scalar div X definit prin 
contracția 


div X = Xi = E + TUI 


se numeşte divergenta lui A. 
Fie g = gudai 9 dai. Dacă notăm G = det [g], atunci 


aNG 2), 


div X= 
ci 7a dai 


Într-adevăr se observă că 


3) 8 ôg 09 
— 1 /Ogik Ci Jir __ =) —1/2 git 09ix 
Tusiy Ea dai GEHA ôx" 29 âai i 


și ţinind seama de regula de derivare a unui determinant, 


ôG ôG C9in = Qg” Île 


dx! ôg W P 
deducem 
aL 1 Ne, 
“O oG ami VG ôx 
Deci 
Div x = 2 1 WVG y, 1 Nean 


dat VG ôx VŒ ôs 


Această expresie a divergenței este des utilizată şi permite dovedirea 
imediată a relației 


div (fă) = X(f)+ f div X, V fe F(M), Y Je XM). 
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Operatorul div : Z(M) —> Z(IM) definit prin X = t —> Xt; se nu- 
zi 
meşte divergență. 
Laplaceian. Operatorul A definit prin 


Af = div(grad f) 
se numeşte laplaceian. Explicit 
1 ô — a ôf af 2 p b) 
Afa a e Gg SI — g" A 
j VG ôx ( : 2) (a ză LE 
adică A este urma hessianei. 


Rotor. Fie cîmpul vectorial X = Xt = şi o = gy X'ds’, o; = guy? 
D 
1-formă, diferențială asociată. Cîmpul tensorial rot X de tipul (0,2) definit 
prin 
(In X") __ 2(9mA*) 


rot X = (oops — oda Q da’ ( da azi 


) dai Q da 


se numeşte rotorul lui X. 

Operatorul rot: Z(M) > 7M), X—rotX, se numeşte rotor. Se 
dovedește că dacă [M c R?, atunci cîmpul tensorial rot X este echivalent 
cu un cîmp vectorial contravariant definit prin coordonatele 


(rot X)i = Ta (gură?) __ AlE A”) ). 
Val oz dak 
unde {i,j,k} este o permutare ciclică a mulțimii (1, 2, 3). Tot în , cest 
context se verifică şi relaţiile 
rot(rot X) = grad(div 4) — 


rot(grad f) = 0, div (rot X) = 0. 


$6. Forme alternate 


Fie V un spațiu vectorial real de dimensiune n. 


6.1. Definiţie. O q-formă sau formă alternată de ordinul q pe V este o 

functie 
vik xX... XVR, (Vi .--y Vg) > (Vy -e V) 
— 
q factori 

care satisface următoarele condiții. 

1) multiliniară : pentru fiecare i€ {1, ..., Q} și ti... Vizi Di ee UEV, 
restrictia V —> o(0 -+ -y Dia V; Vii » +5 Va) este liniară, 
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2) anlisimetrică : pentru fiecare t, ..., ve V şi pentru fiecare permutare 
ca mulţimii (1, ..., q} se satisface o(vou), - - -; Vog) = (sign o)o(o, -- -, 2). 

Cu alte cuvinte o q-formă pe V nu este altceva decit un tensor antisi- 
metric de tipul (0, g) pe V. Mulțimea tuturor g-formelor pe V se notează. 
cu F,(V) şi este un spaţiu vectorial real cu (vezi teorema 6.3) 


dim FV) = 02 dacă 0Ossgs<n 
0 dacă >n. 

Evident, FV) = R, FF) = V*. 

6.2. Definitie. Fie FV), FY) şi Fpl). Functia 


A: FV) X FaF) > Fp4dl) 
definită prin 
(OTA 0205 -e -s Opta) = 


1 E 
Ş, (sign 6) otto); +. e, Vop)o (toit - -s Tota) 


- PEDI E 


suma fiind luată după toate permutările c ale lui {1, ...,p + q}, se numeşte 
produs exterior. 

Se observă că produsul exterior este o aplicație biliniară şi asociativă. 
Asociativitatea permite extinderea definiției produsului exterior la un 
număr finit de factori. 


Evident, ola 02 = (1o? ol. 
6.3. Teoremă. Dacă (€;,j = 1, ..., n} este o bază a lui V şi (ei, i = 
= 1, +., n) este baza duală în V*, atunci mulțimea 


(e A cs. AISA. <iSm) 


este o bază a lui F (V), numită baza produs. 
Demonstraţie. Mulțimea din teoremă este liniar independentă. Într-ade-- 
văr, relaţia, 


Oi me A... A ela = 0 (g-forma, zero), 
iein cig 1 


implică 


0= w ELA... A fa(ej,. nog e; )= 
tc et fofa Ealey r e) 


= X P On..ia X, (Big 0) e(eop)). . -e (eog) = 
a 9 


1<... 


= : i Eo sf a 
— alt Cp. -tg > (sign o) dai; ... di) = Ol..Jo 


unde j < ... < Jy 


Să arătăm că mulțimea din teoremă sau mai general mulțimea (e A ... 
a Ae, b... ig = 1, ... 0} generează pe 7,(V). Pentru aceasta 
fie we F (V) şi numerele reale Oieetg = Ci eey Ca) Găsim 


> i 
lfp, a = 
Ort ELA aaa AC (ej, <- iq) = 


= 04 reala îi(eaţi, (eop) = 
1... q! = g o)e (lo). .. € olg 


. i i 
a q! Diet > (sign o) Stj zee del;,) mi A =W (2j e e3 Ci) 
„Deoarece w este multiliniară, ultima relație implică 


iat Aces A C(O -o3 U) = Ol -o ep Ce) 
Deci 


i : } 
= i È — Sa - 
o = O a A se. A et q! Oed e A ss A 6%, unde nume 


În <ia 


rele reale q! o; i» j<... < jy sînt coordonatele stricte ale g-formei w. 


$7. Forme diferenţiale alternate 


Fie [M o mulţime deschisă din R”, fie 'T.M spaţiul tangent la IM în 
punctul v şi Za(TM) mulţimea tuturor g-forinelor pe "TIM. 


7.Î. Definiţie. O funcție 
o : M —> U F (TM), o(2)e F(T:-M), 
ze IM 


se numeşte q-formă diferențială sau formă diferențială alternală de ordinul 
g pe IM. 

Cu alte cuvinte o g-formă diferenţială este un cîmp tensorial antisimetrice 
de tipul (0, q) pe IM. Fie Z,(îM) mulţimea tuturor g-formelor diferenţiale 
pe IM. Adunarea a două elemente din această mulțime ca și produsul dintre 
o funcţie reală şi o g-tormă se definesc punctual. 


Fie 'T*IM dualul spaţiului tangent. Baza canonică în TIM estel Z 
a 
i = 1, o... n}, iar duala sa, bază în TŽMM, este (dai, i= 1, ..., n}s 


Baza indusă în F,(M) este (dziA ... A dog, 1 Si < e... <i S Aje 
De aceea expresia în coordonate a lui œ este 


o(2) = o; (DZ A... A dg“. 


Funcțiile æ —> 044 (æ) se presupun diferenţiabile de clasă C” pe M. 
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Fie Z(IM) algebra funcţiilor reale şi Z(M) algebra Lie a cîmpurilor vec- 
toriale. O g-tormă diferenţială pe IM poate fi privită ca fiind funcţia 


o: Z(M) X... X Z(M) > FM), (Zy nn Xa) > ol --- X,), 


F(M)— liniară în fiecare argument și cu proprietatea o( Xen 3 Xon)= 
= (signo) o(X;, -.., Xa) unde o este o permutare a mulțimii {1, ..., Q}. 
Definiția produsului exierior pentru q-forme diferențiale este evidentă. 
Fie Xe g (M) şi oe F (M). Prin contracția dintre X și œ înţelegem 
(q — 1)- n diferențială Zo definită prin (X _lo)( X, TP P A 
= (X, X -9 Xe-1) Xi -+3 Xa E€ Z(M). 


17.2, PENEN, Fie FM) şi Fin OM. O funcție R-liniară d: F (M) — 
— Fal M) cu proprietăţile 
d? = 0 
d(ol A 02) = dot a œ? +(—1) ol a do? 
(do) = d(ă(o)), X e Z(M) 
Xlo) =X _|do 4-d4a(X_lo) 
se numește diferenţială caterioară. 
Utilizind derivata covariantă şi croşetul putem serie 
do(A -5 asa) = > (=) Dx,o(A ee Xi- Xa Xarı) + 


leteg+l 


+ O (1o (Xs X], Xo ss., Xi- Eiti seo Xj- Kirn +e es Agri) 
1<i<jgg+1 
Pe Z(M) = Zo([M) diferenţiala exterioară se reduce la diferențiala 
obişnuită. Mai mult, 


do(7) = doz.. 


O q-formă diferențială © cu pe do = 0 se numeşte formă 
închisă. O (q + 1)-formă diferențială y cu proprietatea că există o g-formă 
co astfel încît n = dw se numește formă exactă. 

Observaţii. 1) Mulțimea deschisă [M poate fi înlocuită cu orice 
subvarietate de dimensiune m > 1, cu sau fără frontieră, a lui IR”. 

2) Fie[M o subvarietate a lui [R”, de dimensiune m, cu sau fără frontieră. 
O formă volum pe IM este o m-formă diferențială © pe [M cu proprietatea 
Q(U -.-; Om) = el ori de cîte ori V, ..., Vm este o bază ortonormată a lui 
T.M. O alegere a unei forme volum w pe [M se numeşte orientare a lui IM ; 
despre [M se zice că este orientată. 

Fie IM o subvarietate de dimensiune m > 2, cu frontieră. O orientare pe 
[M induce o orientare pe ôM. 

3) În (R°, 8,;), 1-formele şi 2-formele pot fi convertite în cîmpuri vec- 
toriale prin corespondenjele 


Y fi dai y X fiU & fde? A dg? + fade? A dal + fadat A da? 


af graaf 
o © V»do Ë rot V, 


EV > dn = (div V) da! A da? A da, 


(2) A da A.. A dg". 
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§ 8. Probleme 


1, Să se expliciteze sumele 


ovi, Ti; oTi, Tiv, 
2. Să se verifice că (,): ZIV)xZIV)=> [R> (S, T) = SiT} este un produs scalar 
pe ZIV). 
3. Fie TE Ja(V) și [T;;] matricea coordonatelor sale. Să se verifice că la o schimbare 
a bazei avem 


det [T; j] = (det [46] det[T;;]. 
ð ð ð 8 ` 
4. Se dau X = 2r— + y? —, Y= sin x— + ry —. Să se găsească [X, Yla 
8z ôy GEJ ôy 
Apoi, luînd & = — zdr + ydy, să se calculeze o(Ă)și o (Y). 


5. Pe [M:{x > 0, y > 0, considerăm cîmpul tensorial 


EEIE E EAA E 
= 1 — ® — + arc cos ——— — 8 — 
dz © az Vu: dy ôy 


“Să se găsească funcţiile coordonate ale lui T în coordonate polare; 
6. Pe [R2— Oz se consideră cimpul vectorial 


ð ô ð 
X = tr — + y — +4 z — -e 
ðr ðy Oz 


Să se găsească funcţiile coordonate ale lui X în coordonate sferice. 
7. Pe [R° se dau: conexiunea D de componente 


i 1 pentu i =j = 1, k = 2 su i =k=1,j=2 
Tia) = 
O în rest 
și 
ð ð 
X = 1— — Į —, Y= — e? — , o = zydz + Ydy. 
GE 9y ôx ðy 


Să se calculeze DY, D0, DY Qo). 
8. Se dă varietatea riemanniană (R?— Oz, 8,7). Să se expliciteze coordonatele metricii, 
«coeficienții Lamé și simbolurile Christoffel, în coordonate cilindrice și sferice. 


A 1 ð ð 
9. Fie [M= ((z, y)E [Ry > 0}, g; (5 y)= T 3;p f(z, y) = } +y, X=y Fe pia 3 


z 
Să se determine grad f, Hess f, div X, Af, rot X. 


10. Să se calculeze dœ pentru fiecare din formele diferențiale 


1 
o = dz + dy + zdz, o = eZVdz A dz, o = —— (dz + dy + dz), 
z+y+z 


& = (1 + 2zy22)dy A dz — y2z2dz A dz + zy?dg A dy. 
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4 | 


ECUAŢII DIFERENŢIALE 


Notaţii şi terminologie 


Ecuațiile care conţin funcţii, variabilele independente corespunzătoare 
şi derivatele funcţiilor şi în care necunoscutele sint funcţiile se numesc 
ecuaţii diferentiale. Dacă funcțiile necunoscute depind de o singură varia- 
bilă, atunci ecuaţiile se numesc ecuaţii diferențiale ordinare. Dacă funcțiile 
necunoscute depind de mai multe variabile, atunci ecuaţiile se numesc 
ecuații cu derivate parțiale. 


Ecuaţii diferențiale ordinare. O ecuaţie de forma F(x, y, y’, .. . y™)=0, F: IX [RPTI—IR, 
xE I, unde y:I— [R este funcția necunoscută, se numește ecuație diferențială ordinară de 
ordinul n dacă y™ intervine etectiv. O funcție definită prin z— y(x), x€ I © I care posedă 
derivate pînă la ordinul n inclusiv se numește soluție pe intervalul I, dacă F(x, y(x), y'(£) ... 

..,9%(z)=0, Vze I, Graficul unei soluții se numește curbă integrală. De exemplu, o 


5 
soluție a ecuaţiei y” = y este y = e?. De asemenea y = te + — ṣi y = 2} 5x sînt soluții ale 
i e 


5 
ecuației y = xy’ + —, t >0. 
y’ 
O soluție a unei ecuații diferențiale ordinare poate să depindă sau nu de un anumit număr 


5 
de constante arbitrare. De exemplu y = xe + — depinde de constanta arbitrară c. O soluție 
e 


a unei ecuații diferențiale de ordinul n care depinde de n constante arbitrare (independente) 
se numește soluție generală a ecuaţiei. Orice soluție obținută din cea generală prin particulari- 
zarea constantelor se numește soluție particulară, 

Există însă și soluții care nu provin din soluţia generală prin particularizarea constantelor. 


9F 
De obicei acestea sint soluții singulare, adică soluţii care satisfac (x, y(x), y'(2), ... 
Tapa 
= 5 
. 3 y('D(0)) = 0, Y zE IL. De exemplu y = 2/5 nu se poate obţine din y = xe + — prin 


c 
particularizarea lui c. 

Fie y = f(£; Cp...» Cp) XE I o familie de funcții de clasă C” care depinde de n constante 
independente c,. Acestei familii i se poate atașa o ecuație diferenţială de ordinul n a cărei 
soluţie generală să fie chiar familia de funcții de la care am plecat. Într-adevăr ansamblul 


Y = f(T; Ca > Cp) 


Y’ = f'E; C oes Ch) 
y™ = f£; cp cp) 
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poate îi privit ca un sistem de n -+ 1 ecuații cu n necunoscute c;. Condiţia de compatibilitate, 
F(x, Y, Y's... yY®) = 0, este ecuația diferențială căutată. 

De exemplu, familiei y = ecos tr + sing i se ataşează ecuația y” -+y =0. Aceasta 
rezultă din faptul că y' = — Sin £ CucoOs €, y” = — ctos x — esin £ = — j. 

Fcuaţii cu derivate parțiale. O ecuaţie de forma 


3 3 Bia. Hin 
F ap Laa E te uit = 0, 2 = (£p seo 2p)ElD e [R*, 
z LEM ôch... aan 


unde f este funcția necunoscută, se numește ecuație cu derivate parțiale de ordinul i +... + ip 
dacă în ecuaţie apare efectiv cel puțin o derivată parţială de acest crdin. O funcţie definită 
prin 1— f(x) care posedă derivate parţiale pînă la ordinul i, +... i, inclusiv se numește 


ð ð i +... tin 
soluție în ID* < ID dacă Ff x, f(2), iii (2), mn eo f (E) ea SE a (2) | =0, Yze De. 
CEA C rp e.. dai 


Graficul unei soluţii se numește Ripersuprafață integrală. 


3 ; 
Drept exemplu considerăm ecuația Zal a fi: D e [R2— [R. Ea este o ecuaţie cu deri- 
GEY 


a 


E 
vate parţiale de ordinul întîi care admite soluția definită prin f(v, y)= y— + o(y), unde 
2 


ge CID) este o funcție arbitrară. 

În gencral, funcţiile arbitrare din soluțiile ecuaţiilor cu derivate parţiale joacă rolul constan- 
telor arbitrare din soluţiile ecuațiilor ordinare. Teoremele de existenţă și unicitate a soluției pun 
în evidență analogia respectivă. 


Capitolul 1 
ECUAȚII DIFERENȚIALE DE ORDINUL ÎNTÎI 


Fie I un interval din R şi f: I > [IR o funcţie care admite primitivă. 
Cea mai simplă ecuaţie diferențială de ordinul întîi este y’ = f(2) şi rezol- 
varea ei se reduce la aflarea primitivei lui f. Teoria primitivelor este pre- 
zentată amănunţit în manualele de Analiză matematică (inclusiv în cele 
de liceu). De asemenea, reamintim că în manualele de liceu pentru clasa 
a XII-a este prezentată ecuaţia diferențială liniară y’ = yf(2) şi ecuaţia 
cu variabile separate g(7)y' = f(a). 

Fie ID o submulțime deschisă din R? şi f: D — RR o funcţie continuă. 
Forma normală a unei ecuaţii diferențiale de ordinul întîi este 


y’ = fila, y). 


Presupunem că Q:ID > R — (0) este o funcţie continuă. Dacă înmulţim 
ambii membri ai ecuaţiei diferenţiale cu factorul nenul Q(7, y) găsim ecuația 
diferenţială echivalentă Q(x, yyy’ — Q(z, yfe, y) = 0. Notind P(x,y) = 


= — Q(x, fila, y) şi utilizînd pentru y’ notația lui Leibniz - (cîtul 
% 


2'78 


a două diferenţiale — particularitate a funcțiilor de o variabilă) ecuaţia 
diferențială se transcrie 


P(z,y) da + Q(x, y)dy = 0, P, Q € CD). 


Evident, expresia P(x, 9) de + Q(x, y)dy poate fi gîndită ca o l-formă 
pe ID fapt ce procură o alternativă de prezentare pentru ecuațiile de tipul 
y' = f(%, y). 


ŞI. Ecuatia diferențială cu variabile separate 


O ecuație diferențială de tipul 
a(z)dz + b(y)dy = 0, 


unde a : I > R ṣi b: I, > IR sînt funcții continue date, se numeşte ecuație 
diferențială cu variabile separate. 


z y 
1.1. Teoremă. 1) Funcţia f: 1, X Ia > R, (2, y) =ù dt iN LU dt, 
žo 
(o Yo) E I, XF, are proprietatea df(z,y) = a(x)jds + b(y) dy. 

2) Fiecare soluție 2 = y(x) a ecuației diferențiale cu variabile separate, 
cu graficul inclus în I, X T, satisface relaţia f(x, ş(2)) = e pentru o anumită 
constantă c. Reciproc, dacă ecuatia f(x, y) = c defineşte pe y ca funcţie 
implicită diferențiabilă de z, atunci această funcție este o soluție a ecuației 
diferențiale cu variabile separate. 


Demonstraţie. 1) Existența lui f este asigurată de continuitatea funcţiilor 
x 


y 
(9) = dt = az), a, y) =apo dt=b(y). 


a şi b. În plus, — 
dx 

%0 Yo 
2) Presupunem că 4 — y(x), ze (a,b) c I este o soluţie a ecuaţiei dife- 
renţiale cu variabile separate astfel încît (x, y(2))e I, XIa Vze (a, b). 
Să arătăm că fle, 7(2)) = e. Pentru aceasta considerăm funcția compusă 


æ = gls) = f(x, u(0)), ae (a,b) şi derivata ei g'(24) = s (x, y(2)) + 


pa (2 y(2))y'(2) = a(x) + b(y(2))y (0) = 0, Vze (a,b). Deci g este 


o constantă c pe (a, d). Astfel orice soluție y a ecuaţiei diferenţiale cu 
variabile separate satisface ecuaţia carteziană implicită f(x, y) = c. 

Să presupunem acum că ecuaţia f(z, y) = e defineşte pe y ca funcţie 
implicită diterenţiabilă de x pe (a,b) c L. Ecuația f(z, y) = c implică 
faptul că x > g(z) = fix, y(2)) este constantă pe (a, b). Rezultă 0 = g'(2)= 
= a{x) + b(y)y! şi deci y este o soluţie a ecuaţiei diferenţiale cu variabile 
separate. 

Teorema precedentă procură de fapt un procedeu pentru a găsi soluţia 
generală a ecuaţiei diferenţiale cu variabile separate şi anume : această 
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soluţie este definită prin familia de ecuaţii carteziene implicite 
x y 


(a dt +bo di = e 


B) 
Zo Yo 


care descrie familia curbelor integrale. Dacă impunem ca la @ = tọ să 
corespundă y = yo, atunci c = 0; soluţia particulară există şi este unică. 
O ecuație diferențială de tipul 
a(2)b(9)dz + az(2)b,(9) dy = 9, 
unde a, € E€ C(I); bi ba C“(1,) se numeşte ecuație diferenţială cu variabile 
separabile. Dacă ne limităm la subintervalele Imi J, respectiv I, pe care 
ao) 4 0 respectiv b„(y) # 0, atunci ecuaţia diferențială cu variabile sepa- 
rabile se reduce la o ecuaţie cu variabile separate 


a b 
— (2)dz + (dy =0. 
(a ba 
În ipoteza a(x) = 0 (ba(Yo) = 0), printr-o simplă verificare se dovedeşte 
CĂ £ = Y = Yo) este o soluție a ecuaţiei diferențiale cu variabile sepa- 
rabile. 
Exemplu. Procesul de dizolvare a unui solid într-un lichid este guvernat de ecuaţia diferen- 
ţială cu variabile separabile 
dz 
— = k(a— x), a, k = const., 
dt 


unde v reprezintă cantitatea de solid dizolvată la momentul î. Evident, z = a este o soluţie 
a acestei ecuații. Pentru x # a putem scrie 


dr 


= kdt 
a— r 


şi de aici deducem soluția generală z = a + ce™t, tE [0, 00), unde c este constantă arbitrară. 
§ 2. Ecuația diferențială omogenă 


a (2), unde fe C*(1), 2 + 0, 
£ 


se reduce la ecuația 
di 
g— = f(D) — t 
ag = A —b 


care este o ecuaţie cu variabile separabile. Într-adevăr, schimbarea de funcție 


(difeomorfism) y +> t definită prin y = tæ, 240 conduce la SI. = 
g 
dt 


= m + t şi demonstrația constă în simple înlocuiri. 
æ 
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Exemplu, Să se determine familia de curbe cu proprietatea că tangenta în punctul (q, y°) 


1 
taie axa OY intr-un punct a cărui ordonată este —— z?, 
4 


Dacă y = y(x) este ecuaţia unei astfel de curbe, atunci tangenta în (2%, y?) are ecuaţia 
Y—y? = y"(X — x°). De accea ordonata punctului de intersecţie cu OY este y? — z?y'. Rezultă 


ecuaţia diferențială omogenă 
a i 
y=|—]|+t— 
x 4 


1 1 
Soluţia generală a acestei ecuaţii omogene este y = £ (F E. z >0, unde c >0 este 
2 In cr 


constanta arbitrară, 


Ş 3. Ecuația diferenţială liniară 


5 = yf(æ) + g(2), unde f, ge C(I). 
H H 


Acesteia i se ataşează ecuația diferențială cu variabile separabile 
dy 


Ts = yfe) 


numită ecuaţie diferenţială liniară şi omogenă, cu soluţia generală 
La 
frora 
Y = ce" > WEI. 
Să arătăm că există o funcție u:I >R de clasă C! astfel încît y = 


E2 


frana 
= u(g)e”: să fie soluția generală a ecuației diferențiale iniţiale. 
Într-adevăr, 


= x 
frana fana 
ay = du eo + ufe 
de de 


şi introducînd în ecuația iniţială găsim 


z 
du -frou 


Deci 


uls) = e + \ g(s)e 2 de, 


S 
| -fróa 
Zo 
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adică 


fra pă -fana 
yY = e% (e + (so e % às). 


Tehnica precedentă de obținere a soluției ecuației diferențiale liniare 
neomogene din soluția generală a ecuației diferențiale liniare omogene 
asociate este un caz particular al metodei variației constantelor (cap. 3, $3). 

Proprietăți. 1) Mulțimea soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale liniare este 
convexă, 

Într-adevăr, dacă y, şi yə sînt două soluţii, atunci şi y = ey, + 

-+ (1 — 0)yg este o soluţie. Această observaţie are următoarele consecinţe : 

aaa Da simplu ataşat celor trei soluţii Yı, Ya, y nu depinde de v, 
adică 


se) — Yla) — e, Vael. 
Y8) — Yaw) 


— o ecuație diferențială liniară are sau toate soluțiile mărginite sau 
cel mult una. l 

2) Presupunem că pentru 2 = pg găsim y = Yo Atunci 6 = Yo. 

Dacă f(s) < 0, Y£ E [Zo co), atunci soluţia generală a ecuației diferențiale 
liniare este o funcție uniform continuă în raport cu valoarea inițială e = Yọ 
(= soluțiile particulare sînt stabile, vezi cap. 2, § 5). Cu alte cuvinte 
dacă 2 > y;(2) sînt soluțiile care satisfac condiţiile inițiale y:(£o) = Yio 
i = 1, 2, atunci Ve > 0, 3è( e) astfel încît YY; CU |Yio — Y| < Ò avem 
|V — Yall = sup |y (£) — ya(2)| < s. Într-adevăr se observă că 

Li 


z 
fana 
YL) — YL) = (Y10 — Y 20) e% 
şi deci relația 


z 
f fiat 
eo <1] 
implică |ya(2) — Ya(2)] < |Y10 — Yl- 
l Exemplu. O particulă de masă m cade vertical, asupra sa 
i acţionind forța de gravitație și rezistența aerului (fig. 1)a cărei 
! 9 mărime este proporțională cu modulul vitezei particulei. Fixind 


TA) = ote şi D) = p(0e. Forţa de gravitație este mge, iar 


originea și versorul 7, vectorul de poziţie '7(/) are expresia 
e 
| rezistenţa aerului este — kẹ (î)e. Legea lui Newton se transcrie 


mg (be = — kp (De + mg 
sau, notind y = p(f), 


. k 
pre tA: 
m 


Aceasta este o ecuaţie liniară cu coeficienţi constanţi, cu soluția generală 


-Žr _ zi y 


y =(c+g9)e Z 


§ 4. Ecuația Bernoulli 
dy Ter o 
Pa yfix) + ya) re R — 10, 1}, f, ge C(I). 


Mulțimea valorilor lui y este impusă de valorile r. Corespunzător rezultă 
intervalul T. 
În ipoteza y > 0 ecuația Bernoulli se reduce la ecuația liniară 


SE — (a — moto) + (0 — rfia). 
dr 


Într-adevăr, schimbarea de funcție (difeomorfism) y «>z definită prin 


= (1 — ry" w, iar înlocuirile în ecuaţia 
g 


2 


a = 417" conduce la 


f 


Bernoulli conduc la ecuația liniară. 


Exemplu. Să se determine soluţia generală a ecuației 


d g3 
y = EA + —, T > 0, 
dr 2r 2y 
RE a s 2 A 
Cu schimbarea z = y? obținem ecuația liniară — = — + 3? cu soluția generală z= ct + 
dr z 


z3 z3 
+ —, x > 0. Soluţia generală a ecuației Bernoulli este definită prin y? = cr + — , x > 0. 
3 3 


§ 5. Ecuația Riceati 


i = y(x) + yala) + Ma), unde f, g, he C(I). 


Soluția generală a unei asemenea ecuații diferențiale nu se poate obține 
cu ajutorul primitivelor decît în ipoteze suplimentare. De exemplu, dacă 
se cunoaşte o soluție 7, atunci schimbarea de funcție (difeomorfism) 


y — 2 definită prin y = Yə + E arată că ecuaţia Riccati se reduce la 
2 
ecuația liniară 
dz 


no (— g(2) — 2yof(x)) — f(a). 
g 
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Observaţie. Fie œ > 2,(2), i = 1,2, 3, trei soluţii ale ecuaţiei diferenţiale 
liniare atașate ecuaţiei Riccati. Deoarece 


2(2) — 2a(2) = const, z(a) = PE: SECI t = 1,2,3 
z(a) — z2) ylw) — vaz) 
rezultă, 
Va(2) — Yx)  Va(2) = Y2) = const, 


YAE) — val) YL) — vol) 


adică biraportul a patru soluţii ale ecuaţiei Riccati este constant. De aceea, 
trei soluţii ale ecuaţiei Riccati determină soluţia generală. 


Exemplu. Să se determine soluţia generală a ecuaţici 


d 
ue zy? — 2ry + r? +1. 
dr 


1 
Se observă că yọ = zeste o soluţie. Punind y = x + — obţinem ecuaţia diferențială liniară 


omogenă 


a2+ e 
Rezultă z=— 


şi deci y = t— . 
2 z2 + e 


$6. Ecuaţii diferențiale exacte 


Fie ecuaţia diferențială 
(1) P(x, y)dz + Q(z,9)dy = 0, 
unde P, Q sînt funcții de clasă C! pe mulțimea deschisă D c R?. 


6.1. Teoremă. Dacă ID este un dreptunghi și dacă 2P $g pe D, 
Yy & 


x y 


atunci funcţia (æ, y) > fie, y) =| 2c, y)dz + (eta, y)dy are proprie- 


tatea df = Pdæ + Qdy şi deci soluția generală a ecuației (1) este definită 
prin f(x, y) = c. 
Demonstraţie. Se observă că 
CĂ 


DE Cw, y) = Pim y), 2E (0,9) = AG păz + Olto y) = 
ðe ôy Oy 


x 


Š (te ș) ax + (zo y) mia (2, 9) d $ Qlzu) = Qir, 9) 
ôy da 


20 Zo 
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De aceea ecuaţia (1) este echivalentă cu df = 0. Mulțimea D fiind conexă. 
rezultă f(x,y) = ce. Aceasta, îndeplineşte condiţiile din teorema funcţiilor 
implicite în orice punct (x, 7) ID pentu care Q(z,y) # 0. 


Observaţie. Există posibilitatea să modificăm ipotezele din teorema 
precedentă tără a afecta formularea concluziei. De exemplu dreptunghiul 
ID poate fi înlocuit cu o mulțime conexă și simplu conexă. 


90 


—pe D 
do ? i 


6.2. Teoremă. Dacă ID este o mulţime conexă și dacă E = 
y 
1 


atunci funcția f: ID > R, f(z, y) = | [P(xgot tæ — £o) Yo tty — Yo) (2 — 


0 
— 20) + Q(2o + te — 20); Yo = UY — Yo)) (Y — yo)]dt are proprietatea. 
df = Pde + Qdy şi deci soluţia generală a ecuaţiei (1) este definită prin 
fila, 9) = e. 
Demonstraţie. Într-adevăr, dacă notăm u(t) = £ + i(2 — 20), v(t) = 
= Yo + t(Y — Yo), atunci 


1 
ÎL (a, = | pa Cult), (tile — wo) + Pluft), o) + 29 ult), ott 
9 ðu du 


& 


-(y — v] di = (tinem seama că ? F 


(a 
\ — P(u(t), v(t)) dt + 


1 
+| P(u(t), v(t))dt = (integrăm prin părți), P(u(1), 2(1)) = P(w, y). 
0 


Analog se găseşte 


ÎL n, y) = Q(x, y). 
ôy 


Restul raționamentului este ca și în demonstraţia teoremei precedente. 

6.3. Definiție. Ecuațiile diferențiale (1) pentru care mulțimea ID este 

coneză și simplu coneză, iar PEPE V(z,y)e ID, se numesc ecuații 
y pa 


exacte. 
Ecuațiile cu variabile separate sînt ecuații exacte. 


Exemplu, Liniile de curent în mișcarea staționară a unui fluid plan sint descrise de o ecua- 
ție diferențială de tipul — V(z, y)dx + ẹ(x, y)dy = 0, unde (ọ, }) este cimpul vectorial viteză- 
Dacă fluidul este incompresibil, atunci este îndeplinită condiţia 


[3] 
[sei 
n 


și ecuaţia liniilor de curent este exactă. Soluţia generală f(x, y) = c reprezintă familia liniilor 
a 


de curent, unde f(x, y) = -| (x,y) dz + | (o y) dy. 


Zo Yo 


6.4. Teoremă. Fie ID o mulțime deschisă conexă şi simplu conexă. Există 
o funcție nenulă u :D —> R de clasă C! astfel încît 


u(z, y)Plæ, y)ds + ula, y), y)dy = 0 


să fie o ecuație exactă. 
Funcţia u se numește factor integrant. 


Demonstraţie. Ecuația din teoremă este exactă dacă și numai dacă u 
satisface ecuaţia cu derivate parţiale 


du P) _ 2A) 


2 

z 2y dz 

Această ecuaţie are cel puţin o soluție nebanală ; în ipoteza Q(x, y) 0, 

aceasta se procură din soluția ecuaţiei A = — Aay) (vezi § 3, Cap. 
dz Qlaz, y) 


5), soluție a cărei existență și unicitate este garantată de teorema 2.1, § 2 
din Cap. 2. 


Observație. Găsirea efectivă a unei soluții a ecuației cu derivate parțiale (2) nu este 
o problemă mai ușoară decît cea a găsirii soluției generale a ecuației diferențiale ordinare (1). 
Există însă destule cazuri particulare în care putem găsi o soluţie particulară a ecuaţiei(2), 
soluție care este un factor integrant pentru ecuaţia (1). 


Exemple. 1) Ecuația cu variabile separabile (cu coeficienţi de clasă CI), 
a(x)ba(y) dr + ax(x)bi(y) dy = 0, a(x) # 0, Vze I; ba(9) # 0, VYE Izp 
admite factorul integrant 
1 
e(z y) = —— 
aa(£)ba(y) 
2) Ecuația liniară (cu coeficienți de clasă CI), 
luf() + g(2)] dr — dy = 0 


admite factorul integrant 
z 


-fra àt 
ma)=e 7% 
_1 (ôP 8 i , 
3) În ipotezele : Q(x, 9) # 0, V(x, pe ID, și m n depind explicit numai de z, 
y z 


ecuația care determină factorul integrant se reduce la ecuația diferențială liniară omogenă 


dy 1 ðP Q i 
dz Qloy az] 


A 1 (89 ôP 
În ipotezele : P(z, y) Æ 0, W(x, y)E D, u și — | — — — | depind explicit numai de y, 
P | ôx ôy 
ecuația care determină factorul integrant se reduce la ecuația diferențială liniară omogenă 


du 1 /3Q ôP 
— = — = — — u 


§7. Ecuația Clairaut 


y = æy’ + V(y'), unde y este o funcție de clasă C!, ze I, iar y admite 
derivată de ordinul doi pe I. 
Se notează y’ = p şi se derivează în raport cu g în ambii membri. Rezultă 


dp dy 
—]=0. 
Ay Pa în) 


Din La = 0 deducem p = şi deci y'= ¢. Introducind în ecuaţia 
8 
iniţială găsim soluția generală a ecuației Clairaut gi anume y = cz + ẹ(e). 
Din æ + = =0, y = æp + up) rezultă soluția singulară a = 
p 


= -02 Y = 4p + Ņ(p), care nu este altceva decît înfășurătoarea familiei 
de drepte de ecuații y = cx + (e). 
Exemplu. Să se determine soluțiile ecuațici 
y? + (z+ 1y'—y=0. 
Se observă că putem scrie y = xy’ + y'(1 + y’). Notind yg’ = p și derivind în ambii mem 
bri găsim z (x + 2p + 1) = 0. Rezultă soluția generală y = cx -+ e(1 +c) și soluţia sin- 
z 


z+Ik 
gulară x = — 2p — 1, y = — p°’, adică E but A 


$8. Ecuația Lagrange 


y = ze(y”) + Yy’), unde oly’) = y’, e şi v sint funcţii de clasă CI, 
ze I, iar y admite derivată de ordinu! doi pe T 
Notind y'=p şi derivînd în raport cu ze în ambii membri 
de dp , dv dp 
ăsim p — = DL . Dacă 
g p — e(p) d le ET De A a ie 
æ ca funcție de p, obținem ecuaţia liniară 


e # 0, atunci privind pe 


dz 
(p — PP pe 


cu soluţia generală z = a(p, c). Rezultă că soluţia generală a unei ecuaţii 
Lagrange este definită parametric prin æ = æ(p, c), y = ælp, c) e(p) + y(p). 


287 


dp 


Ipoteza a = 0 implică ecuația algebrică p = ọ(p). Soluțiile ecuației 
2 


Lagrange corespunzătoare soluţiilor acestei ecuaţii algebrice sint de regulă 
soluţii singulare ale ecuaţiei iniţiale. 


Exemplu. Ecuația 


y = —2ay9'—y* 


2 


2 1 


-= 2 EA 
admite soluția generală t = cp 3 —— p, y = zE — 2cp 3 şi soluția singulară y = 0. 
5 5 


$9. Probleme 


1, Să se determine soluţii (generale, particulare, singulare) pentru următoarele ecuații 
diferențiale, precizîndu-se domeniul de definiție maxim posibil pentru fiecare caz în parte. 


dy  1—z 
— > $ 
dz y—2 
dy y 


dy 2r —1 

faae a y +i, 
dr a? 

d 

Y = zi -+ SU > 
dz x 
dy 


— = qty? — 2009 + 1? + 1, 


dr 
cu soluția yọ = £ 


— măr + (xy — rddy = 0, 


a(z, y) = — 
x?y 
5 
u= ai r? 
y 
y = 22y' — y”, 


(2 cos y) ku + siny=0 (separabile) 
dz 

y: = & sin +y (omogene) 
dr x 
d r 

Pes AE a (liniare) 
dz ln x 
dy š 

r— —y} nrt +y =0 (Bernoulli) 
dz 

w = y? — r$ — 2x? + 2x — 1 (Riccati) 


dz 
cu soluția y = 2? +1 
(x +y + 1dz -+ (x — y? + 3)dy=0 (exacte) 


(Clairaut) 


(Lagrange) 


2. Să se determine traiectoriile ortogonale ale familiei de parabole T, ! y° = ar, ae [R. 


3. Să se găsească ecuația diferențială ce caracterizează familia de cercuri C} : 22 + y? = ay. 


4, Să sc rezolve următoarele probleme cu condiții inițiale 


zy’ — 2y = 35, xE (0, œ), cu y = 1 pentru t= 1; 


—r 
y’ + yigr = sin2r, re = 
2 


T 
2) cu y = 2 pentru 7T = 0. 


= 


5. Să se găsească soluţiile ecuației xy’ + y + 3y°x]n x = 0, x > 0, al căror grafic este inclus 
în primul cadran. 


6. Să se arate că soluția generală a ecuaţiei 
y'(1 — z?) = y? — xy — 2x 
este o familie de funcții raționale, 


1 
7. Să se arate că u(x, y) = — este un factor integrant pentru (22 —y)dz + sdy = 0. Să 
qx? 
se determine soluția generală a acestei ecuații utilizînd teorema 6.2. 


8. Să se găsească curba a cărei tangentă formează cu axele de coordonate un triunghi 
de arie constantă. 


9, Să se traseze curbele integrale ale ecuației 


y”? + 2xy'4+2y=0. 


Capitolul 2 


PROBLEME ȘI METODE DE REZOLVARE 


§1. Aflarea soluțiilor prin metode analitice 


Soluțiile unor ecuații diferențiale simple se pot obține cu ajutorul primi- 
tivelor (vezi Cap. 1), seriilor de puteri (vezi Cap. 3 § 4), valorilor şi 
vectorilor proprii (vezi Cap. 3 § 5, Cap. 4 § 5) sau a artificiilor de calcul (vezi 
Cap. 3 $6). În general însă aceste metode prezintă dezavantaje de tipul 
următor : 


— există ecuaţii diferențiale a căror soluţie nu se poate scrie ca o com- 
binaţie de funcții elementare şi de primitive din astfel de funcţii (de exemplu 
ecuaţii Riceati), 


— expresia complicată care dă soluția explicită este adesea mai puţin 
utilă decît o aproximare a sa etc. 


$2, Probleme Cauchy 


Principiul reducerii. Orice ecuaţie diferențială de ordinul n, de forma 
numită normală, 


yo = (2Y Y'a ga) 


19 — c 625 41 
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poate fi scrisă ca un sistem de n ecuaţii de ordinul întîi. Într-adevăr, 
dacă punem y; = Y, Ya = Y’, Ys ee Yn = YO, atunci 


Vi = Ya 
Ya = Y3 


Yn = Fide Yo Ya ---3Yn) 


“Pinînd seama de această observaţie este suficient să facem raționam entele 
pur teoretice numai pe sisteme de ecuaţii de ordinul întîi scrise sub forma 
normală, 

dy, . 
—— = fill, Yy -ee Yah SEI, i = 12 n. 
da 
Găsirea funcțiilor æ — y,(2) care verifică condiţiile Vio) = Yio E R poartă 
numele de problema lui Cauchy (problemă locală). Numerele £o Yip Se 
numesc conditii inițiale. 


2.1. Teorema de existență și unicitate. Dacă funcţiile reale (v, y) = 
— fi(2, Yh Y = (Y. -s Yn) Sînt de clasă C° pe o mulţime deschisă şi conexă 
D = I xU din R"*, iar funcțiile parțiale y >f(æ, y) sint de clasă Ct, 
atunci V (£o Yo) E ID există o soluţie unică ~—y(æ) definită pe o vecinătate 
a lui go care verifică condiţiile yi(20) = Yio t = L, 2... M. 

Demonstraţie. Mai întîi observăm că y : I — U este o soluţie a problemei 
Cauchy (notații vectoriale) 

A = fl Y), Y(Lo) =Yo 
dz 
dacă şi numai dacă 
Li 
va) = vo tf voan 
žo 

Pentru simplificarea raționamentului presupunem că funcţia f = (fi. - 
.. +3 fa) este de clasă C! pe ID. În această ipoteză formula creşterilor finite 
arată că dc >0 astfel încît | f(e, y) — f(e, 2) < elly — zl, de îndată 
ce punctele (x, y), (4,2) aparțin unui hiperparalelipiped închis J XV c 
c IXU cu centrul în punctul (Sp, Yo). 


Fie J, = [£o — t, £o +r] c J gir <—. Notăm cu M mulțimea func- 
e 


ţiilor continue y :J, > V cu proprietatea y(£o) = Yo. Mulțimea M este 
un spaţiu metric complet în raport cu distanța d(y,2) = sup ly(2) — 
EJ, 


z 


— z(a). Definim aplicaţia y > ọ(y), (DNA) = vo +| noa 


Evident (qe(9))(20) = Yo şi din continuitatea lui y rezultă continuitatea lui 
ọ(y); deci 9: M > M. Mai mult, e este o contracție. Într-adevăr 


d(e(9); e(2)) = sap IUDA — EH = pap I| devns zaara 


% 
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bå z 


< a| IAE, 00) — ft, Al dt < gpro- 20) dice) sela, 2)< 


< erdly, 2) şi cr <1 prin ipoteză. Rezultă că ọ este o contracție şi deci 
există un punct unic y E€ M astfel încît (y) =y, adică o funcție unică 
Ld 


Y :J, > V astfel încit yla) = Yo (ru y(t)) dt. 


Sa 
Principii pentru condiţiile inițiale. (1) Pentru o ecuație diferenţială de 
ordinul n condiţiile inițiale constau din punctul vo și din valorile (29) = Yo 
Y'(20) = Yose- 90 Dao) = yP. 
(2) Dacă avem un sistem de ecuaţii diferențiale cu funcţiile necunoscute 
Yis- 3 Uny IRE Mig.. -s Mp Sînt respectiv ordinele maxime ale derivatelor 
lui Yi. -Yn atunci condiţiile iniţiale constau din punctul 2% şi din 


valorile- 


YL) = Yio Y0) = Yio- y" KEN ) = ploi” i, 


(m “N 


YalLo) = Ynos Yal =Y y YT E) = y 


Pentru rezolvarea numerică a problemei lui Cauchy se poate aplica 
metoda Euler şi metoda Runge-Kutta. 


§ 3. Metoda Euler 
Fie problema Cauchy 
Y’ = fin Y), Y(T) = Yo 


în care f : I XIR >R verifică condițiile din teorema de existență și unicitate. 
Conform acestei teoreme există o soluție z — y(x), ze [a,b] c I, dar 
explicitarea sa exactă nu este întotdeauna posibillă. Dacă se reuşeşte să 
se aproximeze valorile acestei soluții în punctele £o < y < Va <... 
din [a, b], fie cu ajutorul unui polinom de aproximare fie cu ajutorul func- 
țiilor spline, se spune că soluţia a fost determinată aproximativ. 


Folosim o diviziune a intervalului [a, b] prin puncte echidistante, 
pasul fiind k = r= „Prin integrare pe intervalul [£r Verl; Cea = Le + Rhy 
n 
ecuaţia diferenţială se transformă în ecuaţia integrală 


z 
k+1 


Wlas) = YE) $ | fit, Y0) dt, 
ži 
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cu necunoscuta y(r) pentru fiecare k = 0,1,2,... Notind prin yo 
aproximare a lui (2) și aplicind metoda dreptunghiurilor găsim relaţia 
de recurenţă 


Vizu = YE + hfize Vă), k=0, 1, 2, so... 


Procedeul de aproximare a soluţiei problemei Cauehy prin valorile deter- 
minate de această ecuaţie cu diferenţe finite este cunoscut sub numele 
de metoda Euler. Această metodă este interesantă mai mult prin valoarea 
ei metodologică și mai puţin prin rezultatele la care conduce (dă erori mari!) 

Cazul y EIR" este analog celui precedent şi se rezolvă prin sistemul cu 
diferențe finite (notații vectoriale) 


Via = YA hf yr) E = 0,1, 2,... 
Evaluarea erorii absolute este descrisă de teorema care urmează. 


3.1. Teoremă. Dacă e(x) = y(x) — y*() este diferența între soluția 
exactă şi soluția aproximativă, atunci există o constantă M >0 astfel 
încît || e(æ) || < e7 o(h). 


Demonstratie. Folosind e; = yf — (a) obţinem 


Ekr — k N Vai — Va) — (UF — ylar) 4 
h h 


z Via — YE __ (Pe) — Y(2e) = flar Y) — YEr) — Ya) C 
h h h 


Diferenţiabilitatea lui y implică y(8r+1) =Y(2r P h) = y(x) P hy’ (tr) 
4 o(h?) aşa încît y(&r41) — Y(U) = ha (a) p o(h)=hf(ze, Y(72)) -P olh’). 
Deci E ZE — fara) — fie» Yl) + olh?) şi conform teoremei 


ôf 


Jors) < 


creşterilor finite avem ||flär, YE) — fie Y2] = 


ge 


| 3 
< sup -34 21 | D [lut —uteoi=2ru? yla) =M] cal Bezaltă | eaS cal + 


| A Er or + o(h?) sau [lera|| < (1 + AM)! rl! - o(h?). După N paşi se 
obține li ey! <S ll ey- (1 + AM) + o(h?) < || cx-all (1 P AM)? +> o(h’) + 
ms + AIM) s ... sl co | AM) -Po(B)LL-P(L ph) (1 ph) + 
+ (+ na aa unde s, = 47 —y(o) =0. Deci [lexl] < 
IL BM) i a | E 
ET, L h3) şi observăm că pentru v fixat şi k = s/N avem 
lim (1 + RM) = lim (1 + RM = e”7, De aceea 
h=0 h=0 


i 


eta) s Z om3) < em 20 ol ) ceată). 


hM 
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Dăm următoarea schemă logică pentru metoda Euler modificată (pre- 
dictor— corector). 


fi E RETEA pu ) 


Att 


Caleu. ează 
Y Ysa Se 
fasse- fe 


hirit E i 


Ari P'eai-t 


kti Rl 4 


Pay +A (Eri 


Exemple. 1) Să se calculeze, cu o eroare e = 


s valoarea soluţiei z— y(2) a problemei 
100 
Cauchy 
A 1 1 a 
Mila IA y(0) =0, 
2 3 


1 
în punctul zt = ——. 
400 


Solufie. Ecuația diferențială este de tip Riccati și nu dispunem de un procedeu pentru 
aflarea soluţiei exacte deși se verifică condițiile de existentă și unicitate a. soluției. Într-adevăr 


1 1 
— funcţia f: RxR = [R, fa, y) = ———— zy? este de clasă C9, 
2 3 
1 1 
— funcția parţială y— f(x, y) = — — — qy? este de clasă C”. 


Cu notaţiile din $ 2, fie J = [— 1,1], V = [— 1,1]. Deoarece 


1 2 
(2, y) (2, JE J X V = | f(z, y) — K2, 2) ea ixl 'y —ziļy + zi s- iġ—zl, 


> 
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2 3 
rezultă c = — și decir < —. Punem r = 1. Cortorm teoriei, 
3 2 


ecuația admite soluţia y: [—1,1]— [R. Fixîind h = ——, 


1 
găsim y| — | = 0,00125. 
400 


2) Bară supusă la tncovoiere. 

Fie o bară de lungime l, încastrată la un capăt și supusă 
Fig. 2 la capătul liber unei sarcini P (fig. 2). Alegind reperul cartezian 
ca în figură, capătul încastrat este caracterizat de ecuația 


x = 0. Variabila y va măsura încovoierea barei. Dacă E este modulul lui Young, iar I este 
momentul de inerție al secțiunii transversale a barei în raport cu o dreaptă care trece prin 
centrul de greutate al secțiunii și este perpendiculară pe planul xOy, . 2 poate arăta că defor- 


P 
mația la încovoiere satisface ecuaţia diferenţială y” = — (1 — 2) (1 -+ y'2)? în ipoteza că 
EI 


tensiunile din bară rămin în domeniul elastic, adică P < Po. Întrucît bara este încastrată 
în x= 0 se impun valorile y(0) = 0, y'(0)=0. Dacă P este relativ mic, atunci panta y’ 


P 
a Încovoierii este mică așa încit y? poate fi neglijat și ecuația devine y” = —— (l— 2) cu so- 
EI 


P 
luția y(x) = x?(3l— zx). 
I 


Dacă P este mare atunci y cit și y’ devin mari în comparație cu unitatea, iar termenul y% 
nu mai poate fi neglijat așa încit, în acest caz, pentru obținerea soluției vom aplica o metodă 
numerică. Anume, reducem ecuaţia la un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întii y’ = z, 
z = k(l— x) (1 + 2, K = P|EI, cu condiţiile iniţiale y(0) = 0, z(0) = 0. Algoritmul meto- 
dei numerice pe care o folosim se compune din următorii pași: (1) notăm f(x, 2) = k(l — 2)* 
"(1 + 22)9/2, (2) utilizăm metoda Euler pentru a calcula gt și z* reținind că y* = y(0) = 0, 


h 
zf = 20)=0; deci yy = kik?]2, zf = — [kl + fl, klh)}, (3) se prezic valorile ya» ză 
2 
luînd gO) = pă hr 2h, 200 =z + 2hf(zt, 2%) pentru k&=1, 2,3,..., (4) se 


h h 
cercetează > zăpa luind yž® = y# + ET [27 + 2806-01, 200 m t Ve z)+ 


+ [iza ATP) i = 12,3... ; iterațiile se opresc de îndată ce [ză — z4 O] < e, 
€ impus inițial, (5) se face o ultimi corecție a lui ză estimind eroarea de trunchiere folosin d 


1 p ; 1 
ep = — (zO — 20) şilutndapoi 2%, = 2000 + ep = 200 + Pa ž O — zæ (0), (6) înlo- 
cuim în expresia lui y&(, pe zE((-b cu valoarea za şi obținem vă =u + 


h 
+ gi + ză). 


Pentru calcule s-a ales l = 100 m, E = 10”, 7 = 0,128, bara fiind din duraluminiu. S-a 
rulat un program FORTRAN, pentru algoritmul descris ma! sus, în care P a luat diferite 
valori, iar h=2 şi h= 4. Rezultatele obţinute s-au trecut în tabelul din pagi na 
următoare. 
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Sarcina (P) Detormaţia (y) Eroarea 


10 2,605 0,03 
20 5,219 0,21 
30 . 7,850 0,48 
40 10,505 0,84 
50 13,195 1,32 
60 15,929 1,91 
70 18,719 2,62 
80 21,575 3,44 
90 24,512 4,38 
100 27,546 5,46 


$4. Metoda Runge-Kutta 


Pentru simplificare considerăm un sistem autonom de ecuații diferențiale 
y' = f(y), cu condiţia inițială y(x) = Yo, unde Los Yo sint date. Admitem, 
f de clasă C? într-un domeniu D c R”. Fie k > 0 un pas de integrare fixat, 


2 
fie formula! Taylor y(2+- h)= y(x) + hy'(a) AOE sau y(24+h)= 


2 
=y(x)+hf(yla)) + Li f'y(a))- Re) tolh?) gik, = Rf(9), ka = Afy + raki), 


= Pf + haki + E ka = hf(Y + duki + Moka + dgks)s- -în care dy 
sînt constante deocamdată nedeterminate. 

Ideea metodei Runge-Kutta constă în a determina parametrii A Și d 

astfel încit coeficienţii puterilor lui h, din membrul drept al lui y(z + h) 


s 
și din suma y -+ $) a, să coincidă pînă la puteri cit mai mari, adică să 
i=l 


putem adopta aproximarea, 


yle + h) = y(2) +S aski. 
-l 


Pentru ușurință vom efectua calculele în cazul s = 2. Ținind seama de 
formula Taylor găsim k, = hf(y) + hrak a +h E et i + o(H3) = 
y 


= hf) + rah f) fU) + Na Ep (y): f”) + o(h4), unde A = hfiy). 


Atunci 


Y + aki + aaka = Y + h(a + æa) fiy) + hasra fyf’) + 
3 
+ L tarh POS U) + ohh). 


Comparînd cu membrul al doilea al lui y(s + h), din egalitatea coefici- 
enților lui h și h? obținem a, + æ = 1, a: ħa = 1/2. Notind a, = A găsim 


1 
x = 1 — à, a = À, ha = TU Rezultă sistemul cu diferențe finite 
Via = YÈ + (L — har Ma, 
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unde yë =Yo, li =hf(yă), ko=hf (o: + = ta) care aproximează y'= f(y) 


cu o precizie pînă la termenii de gradul doi, inclusiv, în raport cu A. Acest 
sistem a fost obținut prin alegerea unei diviziuni Ly, £1,- - -, Za & intervalului 
[£o T], în care este definită funcția necunoscută y, 2 = o + h, da = 


= £o + 2h,..., iar VE = Y(Tr). 
Un caz des întîlnit în aplicații este cazul s = 4 definit de sistemul 


1 
(1) Y = YË + Fa [ha H Ak + ka) + Fal, 


unde k, = hflyš) ka = fe + 1/2k), k = RVE + Lo) ha = 
= FV +k). 

Pentru s = 4, sistemul diferențial 7' = f(x,y), cu condiția inițială 
Y(Lo) = Yo; se reduce la sistemul cu diferente finite (1) dar în care kı = 


- k k 
= Pfa YE) Ta =I ei + M2, yë + -), ka = Mf zel yë +), 


ka = fai + m yf + ka). 

Observatii. (1) Metodele de tip Runge-Kutta sînt metode cu un singur pas 
dar care necesită calculul de s ori a valorii [funcției f la fiecare pas al 
procesului de integrare. Spre deosebire de metodele de aproximații succe- 
sive (Euler) care necesită calculul anterior al punctelor de pornire, metodele 
Runge-Kutta au autostart. 

(2) Metodele Runge-Kutta pot fi exprimate prin sistemul cu diferențe 
finite de forma 


(2) Yk = Yè + hg(yă, h), 


unde g(y;, h) = af(yž) + aof H af) H.) He 


4.1. Definiţie. Metoda Runge-Kutta dată prin (2) se numeşte consistentă 
dacă g(y, 0) = f(y). 


4.2. Teoremă. Presupunem că funcţia (y, h) > gly, h), R >0, y€ R”, 
este continuă, iary — g(y, h) este lipschitziană, adică l|g(7, R) — g9(Y z AIS 
< M |y, — y|, M = constant. Metoda Runge-Kutta este convergentă 
dacă şi numai dacă este consistentă. 


Întrucît condiţia de consistenţă este satisfăcută, adică asl, 
izl 
rezultă că metodele Runge-Kutta sînt convergente. 

4.3. Teoremă. Dacă c= || y(x) — yg i| este eroarea prin metoda 

RM 
Runge-Kutta, exprimată de sistemul (2), atunci e, < = o(h*), unde 
s este ordinul metodei. 

Demonstraţie. Din sistemul (2) în care substituim soluţia exactă y avem 
YEr) = Y(Lr) + hg(y(z), h) 4+- o0(h**1). Scăzind pe (2) din această 
egalitate şi avînd în vedere că g este o funcţie lipschitziană obţinem 
r41 S (1 + Mh)es +Lo(ht2), unde L >0 este o constantă pozi- 
tivă, iar M este constanta lui Lipschitz. Prin inducție se arată că 
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(1 + Mhř — 


hM 
litatea din enunţul teoremei. 
Observaţie. Evaluarea erorii prin 
teorema 4.3 este neconvenabilă in praciică, 
deoarece necesită cunoaşterea constantelor 
M şi M*. Pentru a cevita această situație 
se poate construi o formulă semiempirică 
pentru estimarea erorii, care se produce 
într-un singur pasalintegrării. Anume dacă 
presupunem < y(£p) Speta, A= 
= constantă, și dacă executăm un pas al 
integrării de lungime A şi doi pași de lungi- 
me h/2, începînd de la acelaşi punct Tys 
atunci Y(2pp1) X Ypa + AR via + 

s * př 
Uk 1 Yk+2 


1 
af —) 
28571 


Însumind erorile locale ] A| A5, după efec- 
tuarea unui anumit număr de pași, obținem 
estimarea aproximativă a erorii. 


e<(1 +hMY co- 


h 
+ 2A (z) „ De aici A 
2 


Schema logică şi o variantă de 
program FORTRAN pentru meto- 
da Runge-Kutta de ordinul patru 
ís = 4) sînt date în figura 3 și 
respectiv în figura 4. 


Variantă de program 


DIMENSION X(100), Y(100) 
DATA H/0.01;, X(1)/0.01, Y(1)/1.0/ 
READ (105,1) N 
1 FORMAT (7X,12) 
DO 2 K=2N 
X(K) = X(K — 1)+ H 
RK1 = H+F(X(K — 1): Y(K — 1)) 
RK2 = H+F(X(K — 1)+H/2Y(K—1)+ 


+ RK1/2) 
RK3 = H+F(X(K—1)+H/2, Y(K—1)+ 
+RK2/2) 
RK4 = H+F(X(K — 1)+H, Y(K — 1)+ 
+RK3) 
Y(K) =Y(K—1)+ 1./6.+(RK1-+ 
. + 2+RK2-+2+RK3-+-RK4) 


2 CONTINUE 
WRITE (108,3) Y(K) 
3 FORMAT (3X, E14.6) 
STOP 
END 


Fig. 3 


1 ; ga 
Lo(h**1) şi, cum ep = 0, rezultă inega- 


CITESTE 
gry, hri, functi 


x 7 
A y, + F K +2(K3 4] 


$5. Stabilitatea soluţiilor 


O problemă practică importantă este aceea a determinării com- 
portării unui sistem fizic în vecinătatea unei stări de echilibru. Dacă 
sistemul revine la această stare după ce a fost supus unor perturbații 
mici, atunci el se numeşte stabil; dacă nu revine, se numeşte instabil. 
De obicei sistemele instabile conduc la catastrofe. 

Verificarea stabilității unui sistem fizic se poate face pe cale experi- 
mentală, dar acest lucru este costisitor şi reclamă o mare durată de timp. 
De aceea, în proiectarea sistemelor sint de preferat; criteriile matematice 
pentru stabilitate. 

Să considerăm un sistem fizic a cărui comportare în timp este descrisă 
de sistemul autonom (nu conţine explicit variabila independentă) 

A? 
(1) a = fly), Y = (No: - -s Yn) E IDeIR”, f= (foe fa) 
f fiind de fapt un cîmp vectorial pe D. 

Dacă a este un punct pentru care f(a) = 0, atunci y = a este o soluție 
a sistemului (1) care verifică condiţiile iniţiale y(t) = a. O astfel de soluţie 
se numeşte poziţie (punct) de echilibru. Din punct de vedere intuitiv spunem 
că poziţia de echilibru a este stabilă dacă orice soluţie a lui (1) ce pleacă, 
la t = t dintr-un punct suficient de apropiat; de a rămîne pentru t > 
într-o vecinătate a lui a. Presupunem că f este de clasă Ct pe ID şi notăm 
cu t—> y(t, Ya) soluţia lui (L) care verifică condiţiile iniţiale (9; Yo) = Yo- 


5.1. Definiţie 

Poziţia de echilibru a sistemului (1) se numeşte (fig. 5): (i) stabilă, dacă 
există o vecinătate V a lui a astfel încît yo e V să implice existența soluţiei 
t —> Y(t, Yo), te [io 00) și dacă lim y(t, yo) = a, Vie [to 00); 


Yo*â 
(îi) asimptotic stabilă, dacă este stabilă și dacă există o vecinătate U c V 
a lui a astfel încît ye U să implice lim y(t, Yọ) = a. 
$= oo 


- Stabilă Asimptotie stabilă 
[ID 
A ć 
/nstabilă 


Graficul soluției 


Fig. 5 
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Definiţiile precedente se pot extinde şi la sisteme neautonome, iar teoria 
stabilității dă răspunsuri la asemenea probleme utilizînd informaţiile 
pe care le avem despre cimpul vectorial f = (fu. --; fa). Noi vom formula 
teorema numai pentru unele cazuri particulare (vezi cap. 1, $ 3; cap. 3, 
$ 6; cap. 4, § 5; cap. 5, $ 2). 


P dz dy 
Exemplu. Sistemul autonom — = y, — = — x admite poziția de echilibru (0,0). 
dt dt 
. Fi . : dz 
Derivind prima ecuaţie în raport cu t și ținînd seama de a doua obținem ecuaţia i 
dt? 


+ x = 0 (ecuația oscilaţiilor mici ale pendulului în vecinătatea poziției inferioare de echilibru) 
cu soluția generală z(î) = ccos t + casin t. Deci y(t) = cacos t — Casin t. 

Fie condiţiile inițiale ź = 0,x(0) = z0y(0) = yo. Soluţia care le satisface este x({) = zycos t+ 
-+ Yosin î, u(£) = yocost— vsin t. Ipoteza [zol < &, |yol < implică jæ(t) i< |zol+ 
+ lyo! < 2, | y(t) | S izo |+ lyo | < 28. Notind 28 = e putem scrie |z(5)!< e, | y(!<8, 
Y: > 0. Astfel poziţia de echilibru (0, 0) este stabilă. Fa nu este asimptotic stabilă deoarece 
lim 2(£) nu există. 
t= 


§6. Probleme la limită 


Ecuațiile diferențiale la care se pun asemenea probleme trebuie să fie 
cel puțin de ordinul doi. 

Fie y” = f(æ, 4, y'), cela, b]. Găsirea soluției y: [a,b] îR în condi- 
tiile (la limită) oly(a), y'(a)) = 0, (yb), y'(b)) = 0 se numeşte problemă 
la limită (bilocală). Pentru rezolvarea numerică a unei asemenea probleme 
este potrivită metoda diferenţelor finite pe care o explicităm pe cazul parti- 
cular 


y” + p(z)y' + glay = fa) 
ayla) + ay’ (a) = A, Poy(b) + By'(b) = B, 


soluția y fiind presupusă de clasă C?. Se fac notațiile So = @, S. = b, 


b—a 5 ; 
h Brt Zi = Go Hih, Pi = P(t), g = Ka), fi = f(m), i= 1, 2,... 
... n — 1. Admițind aproximările 


Viza — Yi-ı r Viza — 2Y Yii 
LELO HEL, yy s AHAL 


2h h? 


Yi X 


obținem sistemul algebric liniar 


— 23 Yi — Yi i 
Yri UEN 1 tp E an= fo în 


mi. Yn — = 
49 Yo Ten a =A, Boa + Bu a za = B 
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de n +1 ecuaţii cu n +1 necunoscute Yo, Yr... Yn. Dacă acesta este 
compatibil, atunci soluţia sa procură valori ale soluției problemei la limită 


æ | Co H... ab 
| 
y | %o ps "hu 
Pentru evaluarea erorii se utilizează formula 
h2 M 


Yi — Y (£)| < E a)’, 


unde M= max |y (æ)!, iar y(x) este valoarea exactă. 
aE [a,b] 


Pentru a pune în evidență modul în care se formulează o problemă ła 
limită pentru ecuații de ordin superior lui doi considerăm un exemplu 
din rezistența materialelor. 


Dacă rigiditatea la incovoiere ET și sarcina transversală g sint constante, atunci ecuaţia 
diferențială de echilibru și condiţiile la limită pentru grinda solicitată la încovoiere cu forță 
axială constantă P sint 


P 
yt”) -+ K? yl?) =— 2 = ——— 
I EI 
y(0) = 0, y()=0 
M, M 
yt2) (0) = ——, y® (D = —_—Ł, 
EI EI 


unde Mo, M, sint momentele concentrate la capete, iar y reprezintă săgeata (fig. 6). Soluția 
generală a ecuaţiei este (vezi Cap. 3, § 5, 6) 


2 


y = c cos kr + csin kr + + GTT Cp 


2EIK? 
iar soluția care satisface condiţiile la limită este 


sin kx 


1 
y= M, + A | (cos 2—1) + M, — My cos kl + A (1 — cos KI) |— 
NEI k2 sin kl k? 


ql 4 
—| M — W + — (I x)| —+. 
2 f; 


Fig. 6 
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$7. Probleme 
1. Să se găsească soluții pentru următoarele ecuaţii 
y? (00 + ph + ap = 0,02 y? I l, l gy y?. 


2, Să se cerceteze valabilitatea teoremei de existență și unicitate pentru 


3 2x —— = ln y — q? 
y =—}ļ y2, y) = e? » VER, y>0 
d 
= ay + yln y 
dt 
2y? + x 
3. Se consideră ecuația diferențială y'= ——————. 
3y? + 5 


1) Să se găsească locul geometric al punctelor critice ale soluțiilor acestei ecuații. 
2) Să se verifice dacă x = 0 este sau nu punct de extrem local pentru soluţia care satis- 
face condiţiile iniţiale z = 0, y = 0. 


4. Fie o funcție reală care verifică ecuația diferențială 
af (x) + 3x(f' (x) = 1—7, ze R. 
1) Să se arate că dacă to este un punct de extrem local al lui f, atunci fọ este un punct 


-de minim (cazul xp = 0 se va discuta separat). 


2) Presupunem f(0) = f'(0). Să se determine cea mai mică constantă a astfel încît f(x)saz?, 
Yr>0. 


5. Să se rezolve următoarele probleme Cauchy : 


a 


x? —y* = day, y(l)=0; 


y'cos x -+ ysin x + 4cos? x = 0, y(r) = 1; 
u” ’ = e7, y(0) = 1, y'(0) = 0, y”(0) = — 1. 
6. Să se aproximeze soluția, prin metoda Euler, în fiecare din cazurile 
1) y'= p°, y(0)=1 „ze [0,1] 
2) y'= 1—4? 0) =0, ze [0,1] 
3) y = zi, y(0) = 1, ze [0,2]. 
7. Să se aproximeze soluția, prin metoda Runge-Kutta, în fiecare din cazurile 
1) y'= y? — x, y(0)= 1, xe [0,1], h=0,1 
2) y'= |z +y, y(0)=2, xe 10,10], h= 0,2 
3) y’ = e™ -+ 2, y(0) = 1/2, xe [0,1], h = 0,05; 


8. Să se cerceteze stabilitatea pozițiilor de echilibru pentru 


dr dx 
dz a E e 
1)—— =z; 2) 3 3) 
t d 
d Said POE ca N 
dt dt 
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9. Să se rezolve problemele la limită 
1) y” + zy’ = 0, y(0) = y(1)= 1 


2) y” + y'sin x = 0, y(0) = “| £ ) = —1. 


2 


Capitolul 3 
ECUAŢII DIFERENȚIALE LINIARE 


i. Generalităţi 


O ecuație diferenţială de forma 
k 
ao) + alay"? H... + anala) + alely = flo), y” = ar 


unde a, fe OYI), i= 0, i,..., n, a #0, iar ye0"(I) este funcția 
necunoscută, se numeşte ecuație diferențială liniară de ordinul n. Dacă 
f= 0, ecuaţia se numește omogenă, iar dacă Ixe I astfel încît f(s) # 0, 
atunci ecuaţia se numeşte neomogenă. Funcţiile a; se numesc coeficienţii 
ecuatiei. 

Considerăm funcția 


L: O(I) — C(I), Z(y) = ao ay? +... + aaa Y 4 aY. 
Prin calcule directe se dovedeşte că Z este un operator liniar, adică 


Lly +Y) = L) + LU), Lly) = cL (y), ce. 


Denumirea completă a lui Z este de operator diferențial liniar de ordinul n 
şi deseori este mai convenabilă notația 


L = aD” aD +... 4 anf D F an 
unde D = este operatorul de derivare. 
Cu ajutorul lui ecuaţia diferenţială se scrie 
+= 


Punctele ze I în care a(s) = 0 se numesc puncie singulare ale ecuajiei 
L(y) = f. Pentru a ocoli complicațiile impuse de prezența unor asemenea 
puncte presupunem a(x) # 0, Vaze I. În această ipoteză existenţa și unici- 
tatea, soluţiilor problemelor Cauchy sînt garantate de teorema care urmează, 
caz particular al teoremei din Cap. 2, $ 2. 
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1.1. Teorema de existență şi unicitate. Fie a, fe CI) şi a(x) # 0, 
Vae I. Pentru orice se I şi Yo Yose- VO Ve R, ecuația L(y) = f admite 
soluţia unică æ —> (a), definită pe o vecinătate a lui 7, care verifică 
condiţiile 


Y(20) = Yor Y'(20) = os.» = Vl I(E) = y7. 


Se poate arăta că orice soluție a ecuației Z(y) =f se poate prelungi 
pînă la extremităţile intervalului 7, inclusiv aceste extremități dacă I 
este închis [35]. 


§2. Spaţiul vectorial al soluţiilor 
unei ecuații diferenţiale liniare omogene 


Ne situăm în ipotezele teoremei de existenţă şi unicitate a soluţiei pentru 
ecuaţia liniară omogenă 


P(y)=0 pe I. 


Multimea soluţiilor acestei ecuaţii este Ker Z, subspaţiu vectorial al spa- 
ţiului vectorial real C2(1). Cu toate că C2(1) este infinit dimensional, sub- 
spaţial Ker Z este întotdeauna finit dimensional. 


2.1. Teoremă. Dacă Z este un operator diferențial liniar de ordinul n, 
atunci dimensiunea spaţiului vectorial al soluţiilor ecuaţiei liniare omogene 
L(y) — 0 este n. 

Demonstraţie. Fie Ker Z spaţiul vectorial real al soluţiilor ecuaţiei date. 
Fiecărei funcţii ye Ker Z îi putem ataşa punctul (y(£o), VP(200),... 
«e 3 0 D(zo))e R”. Obţinem funcţia 7 :Ker Z —> R”, T(y) = (Y(t) 
YO(20),- - - V2”P(ao)). Această funcţie este o transformare liniară şi are 
ca imagine întreg spaţiul [R”. Liniaritatea lui Z este evidentă ; surjectivi- 
tatea decurge din teorema de existență care precizează că pentru orice 
condiţii inițiale (7(20), YP(Lo)- .-.-, y0”P(20)) există o soluţie ye Ker Z, 
iar injectivitatea este asigurată de teorema de unicitate a soluţiei y. În 
concluzie 7 este un izomorfism şi deci Ker Z = n. 

Deoarece spaţiul vectorial al soluţiilor unei ecuaţii liniare omogene are 
dimensiunea n, orice mulțime ordonată formată din n soluţii liniar inde- 
pendente este o bază a acestui spaţiu. Din această observaţie şi din teorema, 
precedentă rezultă: 


“aa, Consecinţă. Dacă Z este un operator diferenţial liniar de ordinul! 
n gi dacă Yı,- --; Ya Sint n soluţii liniar independente ale ecuaţiei omogene 
L(y) = 0 pe I, atunci orice soluție y pe I poate fi exprimată în forma, 


Y = Y Yn 


k=1 
unde c, sînt constante. 


n 
Soluţia $, Czyz, unde e, sînt constante arbitrare, se numeşte solutia gene- 


k=l 
rală a ecuației (7) = 0. Ea este acea soluție care poate lua, prin particulari- 
zarea constantelor, valori prestabilite pentru y(æ), y'(2),..., ye-D(a) în 
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æ = dp. Această afirmaţie decurge din teoremele precedente precum şi 
din cele ce urmează. 


2.3. Definiţie. Fie Yı.. ., Yn, n Soluţii ale ecuaţiei liniare omogene Z(y)= 0. 
Determinantul 


w = 


- -1 
y? Îi a [7 ) 
se numește wronskian al acestor soluţii. 
2.4. Teoremă. (Abel-Liouville) Wronskianul are expresia 


z 
- ada 
wa) = w(ao)e fo + Po gel. 


Demonstraţie. 'Ținind seama de formula de derivare a unui determinant, 
avem 


Y asa Yh Y =». Ya Jy ece Ya 

d 4 = pe: CAE 1o -re Yn 

ww y ah e yı Y || y 

AL jere see seo ... e.. cs. soo oro 
gp.. ye] g e m] JyP gl 

E =0— 
Înlocuind ultima linie cu y® = A yp» p... An A = s ; 
do 


desfacem în sumă de determinanţi şi observăm că numai primul este 
nenul. Deci 


adică este adevărată formula din teoremă. 


2.5. Teoremă. Soluţiile 7,,...,7„ ale ecuaţiei diferenţiale L(y) = 0 
sînt liniar independente dacă şi numai dacă w(z) # 0, Yxe I. 


Demonstraţie. Mai întîi observăm că w(x) 40, Wye Ie we) 40. 
Apoi fie izomorfismul J : Ker Z —> R”, (y(20), YPL) -YT (ro) = 
= 7(y). Rezultă 


(YLL), YPL) - - - 3 YIT) = T (y) 


(Va(220), Y (Lo) z., n (20) = T (Ya) 


_ Deoarece 7 este un izomorfism vectorii Yr, k = 1,..., n, din Ker Z 
sint liniar independenți dacă şi numai dacă vectorii (Yr(Lo), YR (Lo) - - 
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-e 3 9 Dao), E = 1... n, din R” sînt liniar independenţi, adică w2) # 0 
(determinantul vectorilor din R”). 


Ş3. Metoda variaţiei constantelor 


Ne situăm în ipotezele teoremei de existenţă și unicitate. Considerăm 
ecuaţia diferenţială liniară neomogenă (9) = f şi ecuaţia diferenţială 
liniară omogenă asociată .Z(y) = 0, ambele pe intervalul 7. Stabilim 
legătura între soluţiile generale ale celor două ecuaţii. 


3.1. Teoremă. Soluția generală a ecuaţiei neomogene, este suma dintre o 
soluție particulară a ecuaţiei neomogene și soluţia generală a ecuaţiei 
omogene. 

Demonstraţie. Fie ecuaţia Z(y) = f şi Yp o soluţie particulară a sa. 
Punem y = ù -- Vp, unde u este noua necunoscută. Utilizîind liniaritatea 
lui Z găsim Liu) +Z(y,) =f şi aceasta împreună cu Z(y,) = f implică 
Plu) = 0. Rezultă că u trebuie să fie soluţia generală a ecuaţiei liniare 
omogene. 

Una dintre metodele de aflare a soluţiei particulare a ecuaţiei liniare 
neomogene, de îndată ce cunoaștem soluţia generală a ecuaţiei omogene, 
este metoda, variației constantelo» al cărui conţinut se poate rezuma prin 
teorema următoare: 


3.2. Teoremă. Dacă y = Ş, cu, este soluţia generală a ecuaţiei omogene, 
k=l 
atunci o soluție particulară a ecuației neomogene poate fi găsită sub; forma, 


E —> Yht) = Y, cal) (8), ze I, unde (ci,..., Ca) este soluția sistemului 
Rm] 


NA F = e Fm0i = 0 
Pea ee H Yne = 


TERET EER 


Ao 


Demonstraţie. Determinantul sistemului liniar algebric este wronskianul 
w(x) Æ 0. De aceea sistemul are o soluție unică (ci,...,€„) de unde prin 
integrare se găsesc funcţiile æ —> c(@), zel (constantele arbitrare sînt 
omise). 


În ipotezele din teoremă funcția æ —> Yp (8) = ŞI Cr (2)y, (x) satisface 


da = Y ep ăi 
= Ck 
ye- »= Va tu 
w= T ce 9 + ch D= eul +2. 
Înlocuind în Z(y) =f găsim o identitate. i 
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Exemplu. În studiul incovoierii unei plăci subțiri, circulare, încastrată pe contur și supusă 
unei sarcini concentrate în centrul ei intervine ecuaţia diferenţială 


d? d 
Pe Pina +a ? — 9 = kx, ze 0,r], 
da? dz 


unde k = const. Să se determine soluţia care satisface lim ọ(x) = O, (r) = 0, stiind că ecuaţia 
x20 
liniară omogenă admite soluția particulară ọ; =. 


Solutie. Atașăm ecuația omogenă 


Facem substituția ọ = xv. Găsim xv” + 3v’ = 0. Notăm v = z şi deducem q? + 3z = 0. 
Aceasta admite soluția particulară z = — 2/x?, Deci v = 1/x°, adică Q, = 1/2. 
Cu ajutorul wronskianului deducem că 9; $i oz sînt liniar independente. Rezultă soluția gene- 
1 
rală a ecuației omogene p = Ct -++ Cy — 
z 


Căutăm o soluție particulară a ecuaţiei neomogene utilizind metoda variației constantelor, 
Rezolwind sistemul 


1 
te + — ce =0 
£ 
1 k 
a —— ep = — 
x? z 
. k k 
rezultă c (£) = — In q, (x) = — — 27. 
DĂ 


= 


Soluţia generală a ecuației neomogene este 


k Ro 1 
e=Î—bhmzralzr[—— Zr +eal—s 
2 4 a 


k 
iar condițiile la limită implică c= 0, e = ~ — ln r + —. 
2 


á 


$4. Metoda seriilor de puteri 


Soluțiile particulare ale unor ecuații liniare pot fi obținute sub formă de serii de puteri 
de tipul 


co co 
g= £ ap (€ — 20), y = (1 — 1) 5 a, (x — zoB. 
k=0 k=0 


Constantele ap şi « se determină prin înlocuirea ìn ecuație şi identificarea cu zero a seriei de 
puteri care se obține trecind totul în partea stingă. Cea mai dificilă problemă, in acest caz, 
este aceea de a ști dacă o ecuație liniară dată admite sau nu o asemenea soluţie. 


Avind în vedere problemele concrete ne vom mărgini la enunţul următoarelor teoreme: 
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4.1. Teoremă. Dacă f și g sînt reprezentabile prin serii Taylor în vecinătatea punctului 
£ = £o atunci orice soluție a ecuaţiei 


g” + fu” + g(a)y = 0 
se poate scrie sub forma 


co 
y= $ a(e— zo. 
k=0 


4.2. Teoremă. Dacă funcțiile f} și fa sint reprezentabile prin serii Taylor în vecinătatea 
lui = £p atunci cel puţin una dintre soluţiile ecuaţiei 


(2 — 209” + (x — zof(y” + fa()y = 0 
se poate reprezenta în forma 


kes] 
y = (£ — T9)" £ aj(z — zo). 
R=0 


În acest caz xp este un punct singular. 


Exemplu. Pentru ecuația xy” — 2y’ — xy = 0, punctul x= Q0 este punct singular. De 


co co 
aceea căutăm soluții de tipul y = zx% £ art = £ a„x%t", Prin derivare deducem y' = 
s=0 n=0 


co co oo 
= X (e + natal, y” = b% (a + na + n—1)aga%th-2 şi deci b% (4 + n) (a + 


n=0 n=0 s=0 
co co 
+ n — agatat + E 2(a + n)agz2t n—1 — A azatari = 0, 
n=0 n=0 
adică 


co 
«(a -+ 1)agză” 1 + (a + 1)(e + 2)a2% + 5, (a + n + 1u + n + 24,43 + 


s=0 
+ 2(x + n + 2)appg — ap) t+ =0. 


Prin identificare găsim 


a(x + 1)ag = 0, (a + 1)(a + 2)a, = 0, («x -+ n + 2)(x + n + 3ajia = ap 


d, do 
Pentru «=0 rezultă a = 0 și ap} = ——— 7 — — . Deci ay, = —————, l1 = 0, 
7 (n + 2X(n + 3) Qp +1)! 
adică 
co z2P LA shz A z0 
Y = h £ ——-— [= z este o soluţie a ecuaţiei, 
Bo eP +1)! 
z=0 
Fi 1. Găsi “n și deci a da 
e œ= — l. ăsim a E ta. A ec = > Qi —————. 
"2 (n +1n+2) ap 81 ya 
Astfel 
o ab co  m2ptl chg sh z 
y = apr + aa e aa Mg +a s70 
șZo (2p)! po (2p + 1)! T T 
este soluția generală a ecuației propuse (liniar independența soluțiilor particulare este evidentă). 
Cazul « = — 2 conduce tot la soluția generală. 
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$5. Ecuaţii diferenţiale liniare omogene eu coeficienți eonstanţi 


Fie D: C*(1) — C*(1) operatorul de derivare şi Z: C*(1) > C*(1) un 
operator diferențial liniar cu coeficienţi constanți (reali), de ordinul n, 
definit prin 

P = MD” + a Dei re H anD H an to Æ 0. 


Mulțimea V a tuturor operatorilor diferenţiali liniari cu coeficienți con- 
stanți este un spațiu vectorial real infinit dimensional. De asemenea orice 
doi operatori diferențiali liniari cu coeficienți constanți sînt comutabili 
ca urmare a faptului DD" = D"Dn = Dim, Ym, ne N. 

Fie P spațiul vectorial real al tuturor funcțiilor polinomiale reale. Fiecărui 
operator Ze V îi asociem acel polinom ] din P care are aceiaşi coeficienți 
cu Z, polinom ce poartă numele de polinomul caracteristic ataşat lui Z ; 
deci 


Ur) = ap” p at e. F anat F Game 


În acest fel obținem un izomorfism Z :V >P, 7(L)=l1. 


5.1. Teoremă. 1) Izomorfismul Z : V > P, (Z) = l, păstrează des- 
compunerea în factori, adică (LiL) = T( L) Tl), VL, Lae V. 

2) Orice operator .Z poate fi factorizat ca un produs de factori de forma 
D — a«a; (D — a), m= 2,3,...; D? —2aD +a? +8; (D? —2aD + 
+a? + B?” m = 2,3... 


Demonstratie. 1) Verificare directă. 

2) Se ştie că orice polinom cu coeficienți reali poate fi seris ca un produs 
de polinoame de gradul întii sau/şi gradul al doilea cu coeficienți reali. 
Mai precis, se consideră ecuaţia (1) I(r) = 0, în C, numită ecuația carac- 
teristică a lui Z. La o soluţie œ, reală, simplă a ecuaţiei (1) îi corespunde 
factorul r — « al polinomului l(r) şi deci factorul D — « al lui Z; lao 
soluţie «, reală, multiplă de ordinul m a ecuaţiei (1) îi corespunde factorul 
(r — a) al lui (r) şi deci factorul (D — a«a)” al lui  ; la o pereche de rădă- 
cini complexe conjugate simple « if, « — if, ale ecuaţiei (1) îi corespunde 
factorul 7? — 2ap + a2 + ß? al lui (r) şi deci factorul D? — 2aD + a? 4 p? 
al lui Z ; la o pereche de rădăcini complexe conjugate, multiple de ordinul 
m, x +iB, a—iB ale ecuaţiei (1) îi corespunde factorul (r? — 2ar-+ a?-Hp?)” 
al lui (7) şi deci factorul (D? — 2aD-+ «? -+ 62)" al lui 2. 

Fie Z = VP... Zr o descompunere a lui Z ca un produs de opera- 
tori (ireductibili) cu coeficienți reali (produs de operatori de ordinul întîi 
şi doi). Deoarece factorii sînt comutabili rezultă Ker Z;cKer S, adică 
spaţiul soluţiilor ecuaţiei /(y) = 0 conţine subspaţiile definite prin 
F,(y) = 0. Avind în vedere că subspaţiile Ker Z, sint finit dimensionale 
şi două cîte două disjuncte rezultă, 


Kear L? = Rer£, 9 Ke 7, 0...9 Kerr. 
Cu alte cuvinte pentru a obține soluția generală a ecuației L(y) = 0 
este suficient sà explicităm baze ale subspațiilor Ker.Z, şi să scriem ele- 


mentul generic al acoperirii liniare a tuturor subspaţiilor Ker £,. Pentru 
aceasta ne servim de următoarea teoremă. 
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5.2. Teoremă. Fie Z(y) —0 o ecuaţie liniară omogenă cu coeficienți 
constanți şi (r) = 0 ecuaţia caracteristică asociată. 

1) La o soluţie «, reală, simplă, a ecuaţiei caracteristice îi corespunde o 
singură soluţie liniar independentă e“ a ecuaţiei £(7) = 0. 

2) La o soluţie «, reală, multiplă de ordinul m, a ecuaţiei caracteristice 
îi corespund m soluţii liniar independente 


£ aa IT at= Í par 
C EA aia 


ale ecuației Z (y) = 0. 

3) La o pereche de rădăcini complexe conjugate simple « +- iĝ, a — if 
ale ecuației caracteristice îi corespunde o pereche de soluții liniar inde- 
pendente ecos By, e“sin Be ale ecuaţiei Z(y) = 0. 

4) La o pereche de rădăcini complexe conjugate « +iß, « — ip, mul- 
tiple de ordinul m, îi corespund 2m soluții liniar independente 


e* cos Ba, we”? cos BE.. ., ml et cos Bæ 


e“? sin Be, ze% sin Ba, .., anl e sin po 
ale ecuației L(y) = 0. 


Demonstraţie. 2) Liniar independența funcţiilor 1, 4... 221 implică 
liniar independența funcţiilor din teoremă. 

Pentru a arăta că funcţiile definite prin u(x) = e, wax) = ge ,... 
23 Um(25) = am-le*? satisfac ecuaţia (D — a)mu = 0 folosim inducția. 

Se observă că (D — aje = 0. Apoi presupunem Că Uj, Wg... m-a 
sînt soluţii ale ecuaţiei (D — a)n-1u — 0. Să arătăm că t, Wo.. -y Um Sînt 
soluții ale ecuaţiei (D — a)” u = 0. Într-adevăr, Uj ug. .., Um- Satisfae 
(D — a)” u = 0 deoarece (D — a)” = (D — a)(D — a)”, iar Unm satisface 
(D—a)” u(2)=(D — a)m-1(D— a) o (am-1 6%) =(D— a)m-1((m — 1)am-26%2)— 
= (m — 1)\(D — 0)9 Lua) = 0. 


Exemple. 1) Să găsim soluția generală a ecuației 
g ig 8y kx 0. 
Ecuația caracteristică r? — 8 = 0 are rădăcinile r; = 2, Ta = — 1 + i/3. Rezultă 
= ce?” + ce (ecos V 32 + esin 3). 

2) Ecuaţiei y” -+ y” = 0 i se atașează ecuația caracteristică r°-+r? = 0 care admite rădă- 
cinile Ta = 0, rs = — 1. Corespunzător, soluţia generală a ecuaţiei diferenţiale este y = 
=6; + Ct + ge”. 

§6. Cvasipolinoame 
Ovasipolinoamele sint combinaţii liniare ale funcțiilor de forma 
am le*z, am-1 e cosf, am”! e singo, 
unde m = 1,2,..., iar æ, B sînt constante reale. Rezultatele din $ 5 arată 


că soluţiile ecuaţiilor diferențiale liniare omogene cu coeficienți constanţi 
sînt cevasipolinoame. 
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Ținînd seama de principiul reducerii (orice ecuaţie diferenţială de ordinul 
n poate fi scrisă ca un sistem de n ecuaţii de ordinul întîi), de definiţia 
din $ 5 Cap. 2 şi de forma soluţiilor unei ecuaţii liniare omogene cu coefi- 
cienţi constanți rezultă următoarea teoremă de stabilitate. 


6.1. Teoremă. Fie poziţia de echilibru y = y' =... = b=0. 

1) Dacă toate rădăcinile ecuaţiei caracteristice au partea reală strict 
negativă, atunci poziția de echilibru este stabilă şi asimptotic stabilă. 

2) Dacă unele rădăcini ale ecuaţiei caracteristice sînt pur imaginare 
simple, iar toate celelalte au partea reală negativă, atunci poziţia de echi- 
libru este stabilă dar nu asimptotic stabilă. 

3) Dacă o rădăcină a ecuaţiei caracteristice are partea reală strict pozi- 
tivă sau dacă există o rădăcină pur imaginară cel puţin dublă, atunci 
poziția de echilibru nu este stabilă. 


Demonstraţie. Soluţia generală, 
y(x) =; Cipo Cn) == oyla) + aeS F CrYa( T), vE R, 


a unei ecuații diferențiale liniare omogene de ordinul n cu coeficienţi 
constanți este un cvasipolinom. Din aceasta se obține soluția cu proprietățile 


(20) = Yos Y'o) = Yo se e - YFTE (x0) = yP. 


În particular putem presupune max {| yol, Yol,- YETI} < e. Notind 
0 = “Lea «e Ca Yo = “vo Yos ..y (5) rezultă, W(20) 0 = Yo, unde W(2o) 
este matricea wronski atașată soluţiilor particulare 7,,. .., Yn în punctul ze. 
Deoarece det W(%,) Æ 0 (soluţiile particulare sînt liniar independente) 


matricea Y, tinde la matricea zero dacă şi numai dacă matricea C tinde 
la matricea zero. 


1) Fiecare termen al soluţiei generale conţine factori de tipul 6%, a < 0. 
Relaţia lim e* = 0 implică 
=> 


(+) lim f(a; cp... Ca) = fe; 0,...,0)=0,  Vze [ao 00) 


C>0 


(+x) limf®(@; Cu.. -, Cn) =0, k= 0,1,... n — 1. 
400 


2) Și în acest caz au loc relațiile (*). Dar cvasipolinomul ey(æ) +... 
„e F CnYal E) conţine şi termeni de tipul c; sin fa, iar lim c; sin Be nu există. 
De aceea relațiile (*+) nu au loc. 

3) Există termeni ai cvasipolinomului ceyy,(æ) +... -+ CaYna(æ) care conţin 
factori de tipul e7, «a >0 şi lim e7 = co sau factori nemărginiți de 


=> 


tipul z sin v şi lim y sina nu există. De aceea relațiile (+) nu pot avea 
X=>C0 


loc (fiind vorba de limite uniforme în raport cu 2). 


Exemple. Ecuaţiei diferențiale y” + 3y' -+ 2y =0 îi corespunde ecuația caracteristică 
rT? + 3r + 2 = 0 cu rădăcinile r = — 1, h = — 2. De aceea y = 0 este o soluție stabilă și 
asimptotic stabilă. 


La 
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Fie y” +y” +y’ +y =0. Deoarece r3â-+r?2+r+1=0 admite soluțiile m = — 1, 


Pa = i, fa = — i rezultă că y = 0 este o soluție stabilă, dar nu asimptotic stabilă. 

Ecuația diferențială ylY + 2y” -+ y =0 are polinomul caracteristic I(r) = (r? + 1)? ale 
cărui rădăcini sînt ra= —i, rą4=i. Rezultă că poziția de echilibru y =0 nu este 
stabilă, 


Fie L(y) = f, fe'C{I), o ecuaţie liniară neomogenă cu coeficienți con- 
stanți şi Z(y) = 0 ecuația liniară omogenă asociată. Se ştie deja că soluția 
generală a ecuației neomogene este suma dintre o soluție particulară a 
ecuației neomogene și soluția generală a ecuației omogene. Soluția generală 
a ecuației omogene se poate afla după procedeul explicat în § 5 şi este 
un cvasipolinom, iar soluția particulară a ecuației neomogene se poate 
afla prin metoda variației constantelor (§ 3). 

În cazul în care f este un evasipolinom, soluția particulară a ecuaţiei 
neomogene se poate afla și prin metoda coeficienţilor nedeterminaţi. Această 
metodă derivă din observaţia că dacă Z este operatorul diferențial cu 
coeficienți constanţi cu proprietatea (f) = 0, atunci Z(y,) = f implică 
AÁ LY) = 0 şi deci ype Ker( A L). De aceea etapele determinării lui y, 
sînt următoarele: 1) se notează cu «/ operatorul diferențial de ordin 
minim cu coeficienţi constanţi pentru care Z(f)= 0, 

2) se rezolvă ecuaţia cu coeficienți constanţi AZ (y) = 0, 

3) din soluţia generală a ecuaţiei «7Z(9) = 0 lăsăm de o parte soluţia 
generală a ecuaţiei Z (y) = 0, iar din ce rămîne fixăm o funcţie particulară 
care satisface ecuația Z(y) = f. 


Exemplu. Considerăm ecuaţia 


pr —p—y'+y= 3e? -+ Basin x. 


Deoarece f(x) = 3e? + Basin x este un cvasipolinom, pentru determinarea unei soluţii particu- 
lare a acestei ecuaţii putem aplica metoda coeficienţilor nedeterminaţi. 


Funcţia f este o soluție a ecuației 
(D —1XD? + 1y =0 
şi deci orice soluție a ecuației 
(Dë — D? — D + 1)y = 3e? + Bxsin x 
este o soluție a ecuației 


(D — ID? +- 1)(D — 1) + 1)y = 0. 


Rădăcinile ecuației caracteristice sint ros = 1, fa = — 1, Too = + Í, adică soluția generală 
a ultimei ecuații este 


Y = Qe? + egre? + ege? + cate? + cy Sin £+ Cg cos £+ ca xsin £ -+ eg reos v. 
Să alegem pe c; astfel încit Z(y) = 3e” + 5asin r, unde Z = D?’— D —D +1 = 
= (D — 1){D + 1). Deoarece cje? + care? + ce”? este soluția generală a ecuației S (y) = 0, 


putem lua €, = c = C = 0. Rămine să găsim pe Ca, Cs» Ce» Cy» Ca astfel încît 


P(cga?e? + esin £ + egcos 2 + esin x -+ egtcos 1) = 3e? + 5zsin x. 
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5 
Rezultă 04 = — 3 Cp SS ——9 Cp Cp = —şi deci 
7 7 7 7 


3 5 
Up = E xef 4- pes [(x + 2)cos x + (x — sin x]. 


Pentru aplicarea cu succes a» metodei precedente este necesar să se 
rețină tabelul următor împreună cu observația că dacă (fi) = 0, 
Bifa) = 0, atunci ABl fi + afa) = 0. 


| Operatorul s cu proprietatea 
Funcţia f | 


X(f) =0. 
p ur 
qym-leat (D — a)m 
cos Bz sau sin Be D? + B? 
xml cos Bx sau aN-1 sin Be (D2 + pom 
| et cos Ba sau elf sin Ba D? — 24D + (g? + B?) 


aM-leat cos Br sau uM-leat sin Be [D? — 24D + (2? + B3)]™ 


§7. Ecuaţii Euler 
O ecuație liniară de tipul 
agaty ™ + aam? ge +.. + Qn-1 ay' -+ Any = f(a), 


unde a, = const. reale, ap Æ 0 se numeşte ecuație Buler. 

Punctul œ = 0 este un punct singular al ecuaţiei Euler, existența sa 
implicînd cercetarea separată a cazurilor æ < 0 respectiv 2 > 0. Se observă 
însă că este suficient să ne referim la ipoteza æ >0 întrucît 2 < 0 se 
reduce la primul caz prin schimbarea v = — u. 

Pentru w > 0 ecuaţia Euler se reduce la o ecuaţie cu coeficienţi con- 
stanţi prin schimbarea de variabilă z = e, t = ln æ. 
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Într-adevăr, 
dy 1 dy, dy 1 (dy dy 
dg æ dt f dz? ( di? di ) 
şi prin inducție 


d*y E dy A. 
da a at’? dt 


unde E, sînt operatori diferențiali liniari cu coeficienți constanți. Prin 
înlocuire în ecuația Euler se găseşte o ecuație diferențială cu coeficienți 
constanți 
dy dy 
... PF Baza —— + bry = g(t). 
EZ +h “apa T dap TOY gli) 


Exemplu. 1) Să se găsească soluția generală a ecuatiei 


x?y” — 6y = 0. 


Solufie. (1) Pentru z > 0, punem «q = e! și ecuația propusă se reduce la ecuația diferen- 


d? d s 
= E. A 6y = 0. Deoarece ecuatia caracteristică 12 — 


dať dt 


țială cu coeficienţi constanţi 


c 
—r—6 = 0 are soluțiile p=—2, ra= 3, găsim y(et) = ce ™ + e% și deci y(x)= T -+ 


+ cază, x > 0. Această soluție se prelungește și pentru x < 0. 

(II) Se caută soluții particulare de forma y = xê. Introducînd în ecuația inițială obținem 
s(s — 1) — 6 = 0 cu rădăcinile s, =—2, s = 3. Deci y, = x°, re [R — {0} ṣi y, = 1°, xE [R 
sînt soluții ale ecuației Euler. Utilizîind wronskianul se constată că funcțiile yy $i Y» 


c 
xE [R — {0}, sînt liniar independente. Deci y = + ceri, ze [R — {0}, este soluția genc- 
T 


rală căutată. 
2) Să determinăm soluția generală a ecuației 


zy” -+ zy'+y=0. 


Pentru x > 0, punem x = ef. Ecuatia Euler se reduce la o ecuație cu coeficienţi constanti, 
d? 
= + y = 0. Aceasta din urmă are soluția generală y(et) = ccos t + csin t și deci y(x) = 
dt 
= & tos În £ + cssinln x definește soluția generală a ecuației Euler pe (O, co). 

Pentru x <0 soluția generală este definită prin p(x) = c,cos In(— q) + ĉsinln(— a). 


§8. Probieme 


1. Se dau 
(1) (0) = 2%, ya(2) = e? ; (2x — 1°)jy” + (22 2y' + 2(1 — ay = 0 
(2) (2) = sin 7, ya{1) = sin? x; y” + (tg x — 2ctg op” + 2yctg? x = 0. 
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Pentru fiecare caz în parte, să se verifice că funcţiile sînt soluţii liniar independente ale ecua- 
ţiei diferențiale liniare. 

2. Să se determine soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii diferențiale liniare, funcţiile 
date fiind soluţii particulare : 


(G) p'—zy +y =0, pun) 
(2) y” =- y” + 2xy'— 2y = 0, mil) = x, ya(2) = a° 


3. Se dau ecuațiile diferențiale neomogene și soluțiile generale ale ecuațiilor diferențiale 
omogene atașate : 


(1) y” + y = 2sec? x, y = cos x + esin x - 

(2) y” —- 9y' = cos x£, y = cy + ee~? + cget, 
Utilizind metoda variaţiei constantelor să se găsească soluțiile generale ale ecuaţiilor neo- 
mogene. 

4. Să se gšsească soluții pentru 


(1 — z?)y” =- ey’ + y = 0, y(0) = 1, y'O) = 0; 
Q + ay” + sy’ —y = 0, y0) = 1, y0) = — 1; 


a(x + 1)y” + (x + 2)y'—y = (1 + ez, 


cu ajutorul seriilor de puteri. 
5. Să se găsească soluţiile generale ale următoarelor ecuaţii diferenţiale : 


y” — 4y =0, gr + 8y = 0, 
y +y” =0, y''—y"'=0, 


(D3 — 2D*(y) = 0, (D? + 3D)y) = 0 


și pentru fiecare caz în parte să se cerceteze stabilitatea poziţiei de echilibru. 


6. Să se rezolve problemele la limită 
(1) y” + 2y'— 3y = 0, y(0) = — 1, y(—1)=0 
(2) y” — 2y’ + 5y = 0, y(0) = 1, y(7/2) = 0. 


7. Să se găsească soluțiile generale ale următoarelor ecuații difcrențiale 
y” + 2y' — 3y = 3e”82 
y” — 2y' + 5y = 2ref + e” cos 2x 
y” 1 — 6g” + 12y' — 8y = Axe? 
pg — y’ + y = 3e? -+ 5xcos x 
ay”? + Bay” + 4y =Imz 
ay” — 6y = 5r? + 8a2, 
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Capitolul 4 
SISTEME DIFERENȚIALE LINIARE DE ORDINUL ÎNTÂI 


ŞI. Generalităţi 


Un sistem de ecuaţii diferențiale de forma 


d? ză ; 
= X wy + filt) i Lac 
j=l 


unde &;;, Ji e C9(1), iar Y1, - - -, Yn e C(I) sînt funcții necunoscute, se numeşte 
sistem diferențial liniar de ordinul întîi. Dacă f =... = fa = 0, sistemul 
se numeşte omogen ; în caz contrar sistemul se numeşte neomogen. Funcţiile 
ay Se numesc coeficienții sistemului. 

Un sistem liniar de ordinul întii satisface condiţiile din teorema de 
existenţă şi unicitate pentru soluţiile problemelor Cauchy (vezi Cap. 2, $ 2). 
De aceea V(to Yo) e IX IR” există o soluţie unică t —> (y(t), .. -s Ynl(t)) definită 
pe o vecinătate a lui tọ care verifică condiţiile 7,(î9) = Yip i = 1, ch 
De asemenea se poate demonstra că orice asemenea soluție se poate pre- 
lungi pînă la extremităţile intervalului I, inclusiv aceste extremităţi dacă, 
I este închis. Din punct de vedere fizic aceasta înseamnă că sistemele 
liniare cu coeficienţi continui nu au soluţii care tind la infinit în timp finit. 

Geometric, soluţiile (y1; ...; Ya) Sint curbe în IR”. Ele se reprezintă uneori 
prin curbele integrale din D = IXR” (fig. 7). 

Pentru simplificarea prezentării proprietăţilor generale ale sistemelor 
liniare se utilizează notaţiile matriceale şi tehnica de calcul adecvată 
funcţiilor matriceale. Din aceasta reamintim că noţiunile de limită, conti- 
nuitate, diferenţiabilitate şi integrabilitate pentru funcţiile matriceale 
se reduc la noţiunile respective pentru elementele matricei. Notind 


Y = tyn = Yah A = layl F = fue e o fal 
sistemul liniar de ordinul întîi se transcrie sub forma unei ecuaţii matriceale 


dY 
—— = A(t) Y + PO), 
EP () (8), 


iar condițiile inițiale se scriu j Y(t) =" Yọ. 


§2. Spațiul vectorial al soluțiilor unui sistem 
diferențial liniar omogen 


Considerăm sistemul liniar omogen 
dY 


—— = A(t)Y, teI 
ăi OF, , 


în ipotezele din § 1, şi notăm cu V mulțimea 
tuturor soluțiilor definite pe intervalul I. Să 
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arătăm că V este un subspaţiu vectorial finit dimensional al spaţiului 
vectorial real infinit dimensional OHI). 


2.1. Teoremă. Dacă A este o matrice de ordinul n, atunci V este un 
spațiu vectorial izomorf cu [R?. 


Demonstraţie. Fie Y, și Y, două soluţii ale sistemului, adică 


SE + a ă 


Rezultă 

T (a7, + Y) = G 1 +e o Ss = A(t) Y, + Ali) Ya = A (tX Y; + 
$ wY.) 6, = const. jen. adică 6, Yı + 2Y, este o soluție. Aceasta înseam- 
nă că V este un spațiu vectorial real. 

Fie to e I. Fiecărei soluții Y e V îi putem ataşa punctul Y (tọ) e R”, regulă 
ce defineşte o transformare liniară J :V —> R". Transformarea liniară 
7 este un izomorfism. Într-adevăr, imaginea lui 7 este întregul R” deoa- 
rece teorema de existență asigură că Y Ye [R”, există o soluție Y cu con- 
diția inițială Y(t) = Yo; injectivitatea lui Z decurge din teorema de 
unicitate conform căreia singura soluție cu condiția iniţială Y(t) = 0 
este Y =0 şi deci Ker 7 = {0}. 

Teorema precedentă asigură că dimensiunea spațiului vectorial al 
soluțiilor unui sistem liniar omogen este n (ordinul matricei A). Rezultă 
că orice mulțime ordonată formată din » soluții liniar independente este 
o bază a acestui spațiu. 


2.2. Conseeinţă. Fie A o matrice de ordinul n. Dacă Y,,..., Y, sînt 
n soluţii liniar independente ale sistemului omogen, atunci orice soluţie Y 
poate fi exprimată în forma 

Y == X Ck Yi; 


k=1 
unde Cr sint constante reale. 
Soluția b Cr Yz, unde c, sint constante arbitrare, se numeşte soluția 


generală a sistema liniar omogen. Din ea se obţine orice soluţie a siste- 
mului, pentru aceasta fiind suficient să particularizăm constantele. 


2.3. Definiţie. Fie n soluţii ale sistemului liniar omogen, să zicem Y, ... 
+ Xa. Matricea W = [Yu ..., YL] se numeşte matrice wronski, iar 
w = det W se numeşte wronskian. 
Dacă notăm 0 = [e -..; Ca]; atunci soluţia generală a sistemului 
omogen se scrie Y = WO. De asemenea matricea W satisface ecuaţia 
diferențială 


aW A, 


di 


2.4. Teoremă. Wronskianul are expresia, 


t 
f trA{t) at 
w(t) = w(t) e” ; 
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Demonstraţie. 'Pinind seama de regula de derivare a unui determinant, 
găsim | 
dw dY, dy, 
—— = Y- ...3 Y, 2 A | = 
d | at = "EP at 


= AF, Ya ip Fat cn Hl Eny o Yau 4AYFal=(temă !)... = w(tr A). 


O simplă integrare conduce la expresia din teoremă. 


| 
d SP et A ta E 


2.5. Teoremă. Soluţiile Y,,..., Ya sînt liniar independente dacă și 
numai dacă w(t) + 0, Yte I. 


Demonstraţie. Se observă că w(t) # 0, Vie I dacă şi numai dacă w(tọ) # 0. 
Fie izomorfismul Z :V —> R”, Y, = 7(Y). Rezultă 


E Yio = T (Y) ...3 Yano = 7(X). 


Deoarece 7 este un izomorfism, vectorii Y,,..., Y, din V sînt liniar 
independenţi dacă şi numai dacă vectorii Yo ...; Yno din R” sint liniar 
independenţi, adică (to) # 0. 


Exemplu. Sistemul liniar omogen 


4 4 
dy t č 
—- = A(9Y, A(D= „i>C 
dt 1 
2 Pi i 
i 
a dmite soluțiile particulare 
1 21 
Y, (0 == > Y) = ă 
t [id 
Deoarece 
1 2° 
w(i) = =—B<0, 
| t e 


soluțiile Y, și Y, sint liniar independente şi deci soluția generală a sistemului este 
Y = Y + GY 
§3. Metoda variației constantelor 
Fie sistemul liniar neomogen 
dY 
FA = A(t)Y + F(t) 


şi sistemul liniar omogen asociat 


ambele pe intervalul I. Legătura între soluţiile generale ale celor două 
sisteme este dată de 
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21 — c.625 33 


3.1. Teoremă. Soluţia generală a sistemului neomogen este suma dintre 
o soluţie particulară a sistemului neomogen şi soluţia generală a sistemului 
omogen. 


Demonstrație. Dacă Y, este o soluţie a sistemului neomogen, atunci 
putem pune Y = U + Y,, unde U este noua necunoscută. Înlocuind în 
sistemul neomogen deducem 


Astfel U trebuie să fie soluţia generală a sistemului omogen. 


Dacă cunoaştem soluția generală a sistemului omogen, atunci soluţia 
particulară a sistemului neomogen poate fi aflată prin metoda variaţiei 
constantelor. Mai precis este adevărată următoarea 


3.2. Teoremă. Dacă Y(t) = W(t)0 este soluția generală a sistemului 
omogen, atunci soluţia particulară a sistemului neomogen poate îi găsită 


sub forma Y(t) = W(t)C(t), unde = = WF pe I. 


Demonstraţie. Prin ipoteză 


SO = AW, & = WF 
dé di 
Rezultă 
dY d aW ac 
—— = — (W0) = — 0 4 W — = (AW)C + W(W-1F) = 
dt dt ) di Li dt ( T E ) 


= A(W0) + F = AY 4+ F, 


adică Y(t) = W(t)O(t) defineşte o soluţie a sistemului neomogen. 
Observație. Mulțimea soluțiilor unui sistem liniar neomogen este convexă. 


Exemplu. Fie sistemul 
4 4 
t 


dY PE] i 
— = A()Y + FU, AD = , FB = | |, 1>0. 
di 


1 28 e, 
Y(0 = WC, W = Lc vada 7 
E aid) 
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Căutăm pentru sistemul "neomogen o soluţie particulară de forma Y(f) = W(C(0), unde 


2 
=j == 
ac f 
LL = WIF, Wi = , t>0 
dt i A 
e 8 
Rezultă 
1 
I it 2t —int 
t 
ac 
LE , C0= 
dt 1 1 1 1 
E e t 2 


şi deci soluția generală a sistemului neomogen este definită de 


2t  —Int 


1 282 
Y(t) = ala „t>0. 
t B Ca 1 1 


t 2¢ 


§4. Matricea exponențială 


Se ştie că, VAe Maxal), seria 


a A TEE: E. : : 
ETIR TE T, I = matricea unitate, 


este absolut convergentă şi deci convergentă. Ea este uniform convergentă 
pefiecaresubmulțime (A| || A|| < a, ae R.),unde|| A ||este norma matricei A. 
Suma acestei serii se numeşte matricea exponențială şi se notează cu ef. 
Dacă notăm cu 0 matricea zero, atunci definiția precedentă implică 
e° =I. De asemenea absolut convergența implică faptul că dacă A, Be 
€ Masa(C) sînt matrice comutabile, atunci e1t8 = e4-e8, 
Să considerăm acum funcția e: (R-—> Maxal) definită prin 


g(t) = e“. 
4.1. Teoremă. Matricea e satisface ecuația diferențială 
de 
SE ae Ay 
dt $ 


Demonstrație. Seriile 
co 4k Ak co k co k 
Ş A A d (EA )= A EA 
k! rmo k! 


K2 k! zzo di 
converg absolut și uniform în orice domeniu din R X Maxn(C) caracterizat 
prin |£| < b, |lAlsa. De aceea există derivata sumei seriei inițiale și 
este egală cu suma seriei formată din derivate. 
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Observaţii. 1) Teorema Cayley-Hamilton asigură că matricea exponențială, 


co kak 
eta EA 


zag EAA 
É k! 
se reduce la un polinom de gradul n— 1 în A, unde n este ordinul matricei A. 
2) Matricele A și e!4 sînt comutabile. Această observație intervine în demonstrația tco- 


remei care urmează. 


4.2. Teoremă. Inversa matricei e'4 este e™t4. 
Demonstraţie. 
Fie E(t) = e'1e-!4, te R. Prin derivare găsim 


Rezultă E(t) = E(0) = I. 

n cele ce urmează ne interesează calculul efectiv al lui e:4. În acest 
scop dăm întii două exemple în care putem utiliza direct definiția. Să 
presupunem că D este o matrice diagonală, adică 


Ai 0...0 


0 0... à 
Atunci 
A 0 0 
De 0 a} 0 
O 0... TAR 
și deci 
eh 0 sia. 
eP — 0 et ... 0 
E dizoăi 
Fie J, o celulă Jordan de ordinul np 
Àp 1 0 ssk Q 
0O à 1 0 
pif ae wu tul a re Dia 
0 9 0 Sorn i 
0 0 n an Ay 
unde I, este matricea unitate de ordinul np iar matricea 
0 L 0- san. OI 
0 0- T a. O 
E, — ... s.. ... 
0 0 Da d 
0 0 0 0 


este nilpotentă de ordinul np.. 'Ținind seama că I, şi E, sint comutabile 
şi avind în vedere puterile lui E,, rezultă 


iJ A tI, E ii > m ir | 
e »—er re P=eP|I —2. Pie stea e 
[z Ue E i (np = 1) i 
2 nl 
e EEE at ta ce une Ea, 
1! 3] (np—1)! 
npa? 
‘ʻlo 1 HN t? 
=e 1 (022)! 
9 0 0 1 


Mai general, dacă 


pa 0 a mie 
O e di 


unde J, p = 1,..., k; sint celule Jordan de ordinul np +... -+ n, = M, 
atunci se verifică relația 


În general calculul lui e'4 pornind de la definiția ca sumă a unei serii 
este complicat. De aceea s-au găsit diferite alternative care să simplifice 
pe cît posibil un asemenea calcul. 


4.3. Teoremă. Dacă S este o matrice nesingulară și dacă notăm 
STIAS = B, atunci et^ = SePŞ-1, 


Demonstraţie. Relaţia A = SBS-! implică A* = SB'S-1. Rezultă 
co k Ak co yk kQ-1 co sk DEk 
io Ș EL PODEA (3 22 pu 
k=0 k! k=0 k! 


4.4. Consecinţă. 1) Dacă A este o matrice diagonalizabilă, iar D este 
matricea, diagonală atașată lui A, atunci 


so k! 


t4 — SeP8-1, 
unde S este matricea vectorilor proprii. 
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2) Dacă A are valori proprii multiple şi se reduce la forma canonică 
Jordan, atunci 


et4 = Se”S SĂ, 
unde § este matricea vectorilor proprii şi principali. 


Exemplu. Să se calculeze e4 pentru 


5 4 2 1 
1 2 —1 4 


Soluție. 1) Valorile proprii ale lui A sint 4 = 6, ìà, = 1. Utilizind vectorii proprii deducem 
4 —1 1 1, 1 
Ss = i Slim 
1 1 5 | —1 4 


0 
D = SIAS, D = 6 . 
0 1 


aslfel încit 


Rezultă 
maen 6t 6t t 6t — Aet 
etA m= SiS L 4 17 [e 0 1 1 ES 4ett + e 4e 4e | 
á pE :. 5 |1 1f{0 e —1 4 5 | e% — e e6t 4 4et f:i: 


2) Valorile proprii ale lui A sînt à; a = 3. Din AX = AX găsim vectorul propriu X = t[1,1] 
Relația AY = AY + X conduce la vectorul principal Y = +t[0,1]. Găsim 


1 0 10 3 1 
S = [X, Y] = paS s J=S7AS = . 
DE =i i 0 3 
Rezultă 


a issaf aft t 1 07]_[i1— d 
FE fs t- i o 1ıj{—i 1 — iH 
$ 5. Sisteme diferențiale liniare cu coeficienți constanți 


Considerăm un sistem diferenţial liniar omogen cu coeficienţi constanţi 


unde A€ As R). Observăm că în mod necesar Ye 0*(IR). Într-adevăr, 
Ye ONR) > ČŽ € 0R) > Ye CAR) ete. 

I. Soluția generală a unui sistem liniar omogen cu coeficienţi constanți 
poate fi găsită sub formă explicită cu ajutorul matricei exponențiale. 
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5.1. Teoremă. Soluţia problemei Cauchy 


aY 
— = AY, Ylt)=F, 
d; > Yli) = Yo 


este definită prin Y(t) = et-:04%, te R. 

Demonstraţie. Conform teoremei de existență şi unicitate, precum şi a 
teoremei de prelungire ($ 1), problema Cauchy are o soluţie unică. De 
aceea, este suficient să facem doar verificări, 


AY L qet-t4Y, =A Y, Y(t) = et-Y, =Y. 


di 
Exemplu. Să se rezolve problema Cauchy 
— 2 2 —i 
Y'= AY, A= 2 2 ol» Y(0) = 2 
—3 —6 —6 0 


Soluţie. Ecuația caracteristică det(A — AI) = 0 are rădăcinile 4 = — 3, A = — 2, ^ = 0. 
Vectorii proprii corespunzători sînt 


e, = (1,0, —1], e, = t[2, —1, 0], e, = +[0, 1, — 1]. 


Matricea vectorilor proprii 


1 2 0 
S=| o — a 
—1 0 — 
este matricea diagonalizatoare pentru A, adică 
—3 0 0 
D = STAS = o —2 00|: 
[o o o 
Obţinem 
—3e-3i + 2e72t 
Y(t) = SeP SY(0) = |— et + 3 , 
3e-3t — 3 
adică p (f) = — 3e73i + 20725, y(t) = 3 — e72t, y(t) = 3e — 3. 


II. Explicitarea matricei exponenţiale este destul de dificilă şi uneori 
face apel la tehnici speciale. Dacă nivelul de pregătire nu permite abordarea 
acestor tehnici, atunci pentru găsirea soluției generale a sistemuluiliniar 
omogen cu coeficienți constanți se poate proceda în felul următor. 

Prin calcul direct se observă că | 

Y(t) = He”, H = vector coloană cu coordonate constante, tE R, 
este o soluţie a sistemului liniar omogen cu coeficienţi constanţi dacă și 


323 


numai dacă H este un vector propriu, iar A este valoarea proprie cores- 
punzătoare a matricei A în C. Implicit soluţiile se caută de fapt în com- 
plexificatul spaţiului vectorial C(I). 

Cazul unu. Să presupunem că valorile proprii ^. -., àn ale matricei A 
sint diferite şi că H,,..., H, sînt vectorii proprii corespunzători. Acestora 
le corespund soluţiile liniar independente 

Y, = Ho, k= Leo. h 


şi deci soluția generală a sistemului diferențial este - 
Y = & Y, +. .. F 0 Ya 


Evident unele A,-uri pot fi complexe şi se grupează în perechi. În acest 
caz, partea reală sau partea imaginară din Y sînt soluţii generale reale. 

Practic. Se determină rădăcinile ecuaţiei caracteristice atașate matricei A. 
În ipoteza că acestea sînt simple se caută soluţii de forma Y(t) = He, 
unde H este un vector real sau complex după cum este à. Dacă A este 
un număr complex nu este necesară şi utilizarea rădăcinii complex con- 


jugate. 
Exemplu. Fie sistemul 


1 — 
Y'=AY,A= . 
1 1 


Valorile proprii ale matricei A sìnt M= 1 +i. 
Căutăm soluții de forma 


Y) = k +i | cui, 


c+id 


Introducem în sistem și găsim b = c, a = — d. Astfel 


y= | tP earn 
b— ia 


este soluția generală. Evident Re Y(f) sau Im Y(t) este soluția generală reală a sistemului. 


Cazul doi. Să presupunem că ecuația caracteristică posedă o valoare 
proprie } multiplă de ordinul m şi că H,,..., Hm sînt vectorii ataşaţi lui 
A astfel încît 


AH, = My, AH, = AB, + Hy. .., AHm = Ha +Hum- 
Construim funcțiile vectoriale 
ţi-l ți-2 P 
PAt) = Zap: tjg p.. +H, j3 = Ejs m. 
Să arătăm că funcțiile definite prin 
Y(t) = P(t) è 
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sînt soluţii ale sistemului omogen. Mai întîi observăm că 


SB = Pr AP, = 12,4 Pi-v j=1,..., m. 


Introducînd pe Y, în 


[2 SIR, 
dt 


obținem o identitate. DI 

Astfel unei valori proprii multiplă de ordinul m îi corespund m soluţii 
liniar independente de tipul precedent. Partea din soluţia generală Cores- 
punzătoare acestor soluţii este de forma Y(t) = P(t)e“, unde P(t) este 
o matrice de polinoame de gradul m — 1. 

Practic. Dacă A este o valoare proprie multiplă de ordinul m, atunci 
se încearcă o soluţie de tipul Y(t) = P(t)e%, unde P(t) este o matrice 
coloană ale cărei elemente sint polinoame de gradul m — 1 cu coeficienţi 
reali sau complecși după cum este À. e ai 

Dacă soluţia generală găsită este complexă, atunci se separă partea. 
reală sau partea imaginară care sint soluţii generale reale. 


Exemplu. Sistemului 


dy dya dy 
— = ya Hy — = stu —— =p ti 
dt dt dt 


i se atașează matricea 


care admite valorile proprii A = 2, Aoa = —1. 

Pentru 74 = 2 căutăm py = ac27, ya = be27, y = ce2z, 
Introducind în sistem rezultă a = b = c = c. Pentru d s= — 1 căutăm py = (cal + Bet, 
Wa = (aat + Bret, ys = (at + Pet. Înlocuind în sistem găsim oy = 03 = o3 = 0, Bi = ex 
Pa = c3, Ba = — (Ca + ca). 

Soluţia generală a sistemului este 


1 1 0 
Y= |1 | e+e of e% +e 1f et. 
1 —1 —1 


II. O cale şi mai simplă pentru găsirea soluției generale a sistemelor 
liniare omogene cu coeficienți constanți şi cu puține funcții necunoscute 
se bazează pe observaţia că orice necunoscută a sistemului verifică în 
acelaşi timp şi o ecuație liniară omogenă cu coeficienți constanți avînd 
ordinul cel mult egal cu ordinùl matricei sistemului. Tehnica de lucru se 
numeşte metoda eliminării. 
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Exemplu. Sistemul x’ = y, y’ = z, Z” = x implică ecuaţia z''* — x = 0. Aceasta are soluţia 
generală 


3 ; 
ali) = eset + e V/2t |: cos B, + & sin LE | Din y = z' deducem y(i) = ġe — 
2 2 
= „VS = y3 
— 1/2 e712 | (eg + 3c) sin —- t— (V3 c3 — co) cos — t| şi din z= y’ rezultă z(t) = cset— 
2 2 3 
—1/2e71/2t K + V356) cos: + (c3 — V3 ca) sat] P 
2 2 


IV. Se observă că soluțiile sistemului diferențial liniar omogen cu coefi- 
cienți constanți se exprimă cu ajutorul cvasipolinoamelor. Ținînd seama 
de acest lucru şi de definiția din Cap. 2, § 5, rezultă teorema de stabilitate. 


5.2. Teoremă. Fie poziţia de echilibru yı =... = Yn = 0. i 

1) Dacă toate valorile proprii ale matricei A au partea reală strict 
negativă, atunci poziția de echilibru este stabilă şi asimptotic stabilă. 

2) Dacă valorile proprii ale matricei A sînt reale strict negative sau 
complexe cu partea reală negativă, rădăcinile pur imaginare existind şi 
avind fiecare în parte proprietatea că dimensiunea subspaţiului propriu 
ataşat; este egală cu ordinul de multiplicitate al valorii proprii, atunci pozi- 
ţia de echilibru este stabilă dar nu asimptotic stabilă. 

3) Dacă o valoare proprie a matricei A are partea reală strict pozitivă 
sau dacă există o rădăcină pur imaginară astfel încît dimensiunea subspa- 
ţiului propriu ataşat să fie mai mică decit ordinul de multiplicitate al 
valorii proprii, atunci poziția de echilibru nu este stabilă. 

V. Să considerăm sistemul liniar neomogen cu coeficienți constanţi 


AY — 47 +20, tel, 
dt 
unde AE Maxna( R), căruia i se ataşează sistemul omogen 
A 
di 


Soluţia, generală a sistemului neomogen este suma dintre o soluţie parti- 
culară a sistemului neomogen şi soluţia generală a sistemului omogen. 
După explicaţiile precedente soluția generală a sistemului omogen se 
exprimă cu ajutorul matricei exponenţiale, matrice ale cărei elemente sînt 
evasipolinoame. Soluţia particulară a sistemului neomogen se poate afla 
prin metoda variaţiei constantelor. 

În cazul în care F este o matrice de cvasipolinoame, soluţia particulară 
a sistemului neomogen se poate afla şi prin metoda coeficienţilor nedeter- 
minajţi. 


$6. Probleme 


1. Se dă sistemul diferential liniar omogen Y'= AY, unde 
2ctg t —1 
i g , Y= Yi i 
—2 tg t Ya 
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t T t . a 
Să se arate că vectorii Y,({) = [ss 2sin tln tg (= — --) + sin |: Y (9= 
4 2 


t 7 t T r i 
= | cost, 2 cos Intg | —— — | + cos t+2 tg t |ste f| ——-s— | — {0} constituie o 
4 2 2 2 


bază în spațiul vectorial al soluțiilor sistemului. Să se scrie soluția gererală a sistemului. 
2. Se dau sistemele diferențiale liniare neomogene și soluțiile generale ale sistemelor omo- 
gene ataşate : 


dY 5 —i sin t 
1) £L = ADY + FO, AÀ = + F) = r 
di 1 3 cost 
edt teât 
YD = e +o A 
est (t— et 
—1 1 0 et 
dy 
2) pia = ADY + FO, A) = |—1 0 1|s» FO = cost]: 
—1 0 0 0 
e sin t — cos t per 
x)= |o + ca | sin t+ cos t| + & | sin t—cos t |» tE R- 
et cos t sin t 


Utilizînd metoda variaţiei constantelor să se găsească soluţiile generale ale sistemelor neomo- 
gene. 


3. Să se calculeze et pentru 


F i 2 —1 —2 2 1—3 
1) s si 2)4A = 2 aj: 3A4=] 2 as]: 
3 3 — —1 —2 oj 
4, Să se rezolve problemele Cauchy 
3 —1 1 1 
1) Y =AY, A= la 0 1|s Y0= | 
1 —1 2 2 
0 1 0 1 
2) ; Y=AY, A=| o oọ iij  YO=]o]- 
—6 —11 —6 0 


5. Se dau sistemele 


1) v = p, y = 7 7 = — t 
2) x +g —z = 0, j —z= 0,7 4+4 r—z»0 
Ər [=ytz y =zr+az z =y. 


Să se găsească soluțiile generale și pentru fiecare caz în parte să se cerceteze stabilitatea 
poziției de echilibru. 
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6. Să se determine soluțiile generale ale următoarelor sisteme : 
1) x’ = zcost, y’ = ze Sint 

2) 2x + y’ = 3t, 1” + y'— 2y = e” 

3) v +y = y + et, 2x + y = — 2y ++ cos i. 


Calpitolul 5 
LINII ȘI HIPERSUPRAFEȚE DE CÎMP 


ŞI. Linii de cîmp și sisteme simetrice 


Fie ID c R” o mulţime deschisă şi conesă, iar X un cimp vectorial de 
clasă O! pe ID. O curbă «:I—> [D de clasă C! cu proprietatea «'(t) = 
= X(a(1)), Vte I, se numește linie de cîmp. Altfel spus « are proprietatea 
că pentru fiecare ¢ € I vectorul tangent la « în punctul g(t) coincide cu 
X(a(1)), adică cîmpul vectorial tangent la « coincide cu Xov (fig. 8). De 
asemenea, se observă că ecuaţia diferenţială a (i) = X(a(t)), te I, este echi- 


valentă cu ecuația integrală a= alt) +| Xat 
to 

1.1. Teoremă. Dacă X este un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulțime 
deschisă D c [R*”, atunci pentru fiecare ge ID există un interval deschis I 
care conţine pe tọ şi o linie de cîmp «:I-— D a lui X astfel încît 

1) afto) = Lo 

2) orice altă linie de cîmp ß : J — D a lui X cu B(t) = zare proprietatea 
J =I şi R(t) = alt) YtE J. 

a se numeşte linie de cîmp mazimală a lui X prin ao. 

Demonstratie. Aici avem de-a face cu o reformulare a teoremei de exis- 
tență şi unicitate pentru soluțiile unui sistem diferențial de ordinul întîi 
(vezi Cap. 2, § 2). Într-adevăr, utilizînd notațiile 


X(s) = (X (v). alo), A: D >R 
a(t) = (a(t) - 240), vi: I —> R, 
0 = (Foo o) 


ecuaţia, diferențială vectorială «'(t) = X(a(0)), Y te I, se transcrie sub forma 
unui sistem diferențial autonom 


5 dz, 
— = Xp e Pa 
EA (ae + = n) 
(1) z sii ; 
oc(£) TAS Xa 32). 
(E Ae #)) Teorema de existență arată că există o 
Fig. 8 vecinătate I, a lui te şi nfuncții : æ, : 1 R 
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de clasă C! care satisfac sistemul (1) şi condiţiile iniţiale (to) = Sio 
i= 1,..., Do = (Lio. +5 Sno) Ansamblul B,(t) = (x(t)... (0) defi- 
neşte o linie de cîmp ĝ: L — D a lui X cu Bit) = o: 

Teorema de unicitate arată că dacă %;:I,—> R, i= 1,..., n, este o 
altă soluție a sistemului (1) care satisface condițiile inițiale (tọ) = Sio 
atunci &;(î) = w(t), vte 1, n Ip Echivalent, dacă 8B, = (Zy. .-; n): I> D 
este o altă linie de cîmp a lui X cu Bato) =, atunci 8,(t)= Bt), V tE 
EI Nn Ia 


Din acestea rezultă : (i) există o singură linie de cîmp mazimală æ a 
lui X cu alto) = Zo definită pe reuniunea domeniilor de definiție ale liniilor 
de cimp ale lui X care aplică pe tọ în o; (ii) orice altă linie de cîmp 
3:.J — D a lui X cu B(to) = ap este o restricție a lui a. 


Observaţie. Soluțiile sistemului algebric X;(%1..., 2,)=0,...; Xa Tp)=0 
generează poziţiile de echilibru ale sistemului (1). 
Exemplu: Fie X(x,, 22) = (— Xa Tı). Liniile sale de cimp sint soluţiile sistemului 


dz, dta 


— Xa = Ti; 


dt dt 
adică 


x (f) = ca cos t + cp sin t, X(f) = ca sin f — ĉ, cos t 
Linia de cimp maximală care trece prin punctul x,(0) = a, za(0) = b este 


a(t) = (a cos t — b sin t, asin t + b cos t), tE [R. 
Evident, ja() I? = @ + b, Y tE [R, ṣi deci a este un cerc de rază Va? b? (fig. 9). 

Un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulțime deschisă şi conexă D cR” 
cu proprietatea că pentru fiecare s€ ID linia de cimp maximală a lui X 
prin s are domeniul de definiție egal cu R se numeşte complet. 

1.2. Teoremă. Fie X un cîmp vectorial de clasă C1 pe o mulțime des- 
chisă şi conexă D cR”, fie vac D și «:I— D o linie de cîmp maximală 
a lui X prin ag. Dacă b: J —> U este o altă linie de cîmp a lui X cu B(t)=£o 
pentru 4E J, atunci B(t) = alt + to — h) vite. 

Demonstratie. Notăm s = tọ — th şi observăm că dacă t— a(t) este 
o linie de cîmp, atunci şi t— a(t -+ s$) este 
tot linie de cîmp. Într-adevăr, 


da 


t= te+s 


= X(a(to + 8)) = X(a(t +) 


t= to 


1.3. Consecință. Prin fiecare punct w€ ID 
trece o singură linie de cîmp maximală. 

Fie X un cîmp vectorial de clasă C! pe 
ID c R”. Discuţia precedentă arată că diversele Fig. 9 
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linii de cîmp ale lui X nu se intersectează. Uneori însă există linii de 
cîmp care se autointersectează, adică sînt curbe închise. În particular, pozi- 
ţiile de echilibru ale sistemului (1) fac parte din această categorie de curbe. 
1.4. Teoremă. Fie X un cîmp vectorial de clasă O! pe IDcIR”. Dacă 
a: I — ID este o linie de cîmp a lui X cu a(t) = a (ta), t t2E€ I, < t 
(adică a este închisă), atunci « se poate prelungi la întreaga axă [R, pre- 
lungirea &:([R —> ID fiind periodică de perioadă Te (0,t,— t]. 


Perioda Orice s€ [R se poate reprezenta univoc în forma s = t 4- 
+ (ta — h), tE [tt]; nE Z. Funcţia &: R —> ID,_ definită prin ă(s) = 
= a(t) este periodică şi are perioada min {T |&(s + T) = â(s))e (0, 
— i]. Pe de altă parte, în baza teoremei 1.2, & :[R —> ID este o linie de 
dnp. În plus &(t) = a(t). 

Se ştie că pentru o funcție continuă periodică, mulțimea perioadelor 
coincide sau cu dreapta reală (caz în care funcția este constantă) sau 
cu mulțimea multiplilor întregi ai celei mai mici perioade [3]. De aceea 
o linie de cîmp care se autointersectează este sau o poziţie de echilibru 
sau o curbă propriu zis închisă. 

Uneori pentru sistemul de tipul (1) se foloseşte scrierea 


d dz, 
(2) STR 
XA (2 15 + 592) Xa: = 30) 


cu denumirea de sistem simetric. Pentru aceasta se convine că dacă un 
numitor este funcţia zero, atunci numărătorul respectiv trebuie egalat 
cu zero. Punctele în care se anulează toţi numitorii generează poziţiile 
de echilibru. 

O funcţie f: ID — IR de clasă CI se numeşte integrală primă a sistemului 
simetric dacă Daf = 0, unde Dx este operatorul de derivare în raport cu 
cîmpul vectorial X = (X,,..., Xn). Relaţia de definiţie Dyf = 0 este echi- 
valentă cu fiecare dintre următoarele două proprietăţi : 

— funcţia f este constantă de-a lungul oricărei soluţii «:I—>D a 


sistemului 2), adică foa = const; indicație, Dzfoa = P fea); 


_— fiecare linie de cîmp «: I —> ID este conținută în a, si numai una 
dintre mulțimile de nivel constant ale funcției f (fig. 10). 


l Exemplu. Hamilton a arătat că unele probleme de mecanică, optică, calcul variațio- 
nal etc. pot fi modelate cu ajutorul sistemului de ecuații 
dp; ôH dq, ôH 
—— 5E _ ĀÁ— — , 
dt ôq, dt ôP; 
unde H :[R”” — [R este o funcție de clasă C? de 


2n variabile Py..., Ppi g++.» Qp. Legea conser- 
vării energiei este echivalentă cu faptul că H este 


F(Z)SCa2 o integrală primă a sistemului precedent. Într-a- 
i devăr, dacă notăm A È 


X; = ——-, X i = — s, Xp X b 
Fig. 10 ôg op, ua 
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atunci 
kád H u ôH ” ðH ðH # ƏH ðH 
DyH = X, — + Y Xa — = —— i dia A, 
i 0q; i=l da; ôP; i=l ôP; 29; 


Funcţia H este un exemplu de integrală primă globală, caz întilnit destul de rar. În general 
nu există integrale prime globale ci locale. 


1.5. Teoremă. Dacă X este un cîmp de clasă O! pe ID şi v€ [D este un 
punct în care A(%9) # 0, atunci există o vecinătate U a lui ap astfel încît 
sistemul simetrie admite n — 1 integrale prime f,;..-, fa-ı funcţional 
independente pe U şi orice altă integrală primă este o funcţie de clasă 


C? de acestea. În aceste condiţii soluţia generală a sistemului (2) pe U poate 
fi scrisă în forma, 


(Da s -3 On) = Oys ses fai e e 3 Da) = Cn: 


Demonstraţie. Continuitatea lui X împreună cu X(%,) 4.0 asigură exis- 
tența unei vecinătăţi a lui v pe care X este nenul, adică o restricţie a 
soluţiei «:J —> [D care satisface condiţia a«(9) = x, este curbă regulată, 


d 2 d 2- 
alt) = (olt), . - <; a(t) (2) +) >0, tE (a, b)cI. 
Fie 22 (to) = X,(2) # 0. Conform teoremei funcţiei inverse, într-o 


vecinătate a lui tọ funcția definită prin z, = alt) admite inversa t = a} (£). 
Funcțiile definite prin 


f8) = ai — apar (En) i= 1,0 > 1, wE U- 


sînt n — 1 integrale prime ale sistemului (2). Într-adevăr, 


d a) 
Daf = SE AA AE A 


d 
(ao azi(z)) = 
j=1 da, 


n 


ui AE ET R 
dt dz, 


Acestea sînt funcţional independente pe U deoarece matricea Jacobian 


are rangul n — 1. 
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Fie fi»: -> fa-a integrale prime independente ale sistemului (2). Dacă, 
f este o altă integrală primă, atunci 


Dar acesta este un sistem liniar omogen de n ecuaţii care admite prin 
ipoteză soluţia nebanală (X,,..., X,). Rezultă că determinantul sistemului 
trebuie să fie nul, 


D(f fn «+ 3 fn) 0, VaeU 
D(2,, Za -+ -3 Ln) 


şi deci f, fu... fa-a sînt funcţional dependente, adică există Ø astfel încit 


f == Olfa xas fa-1)- 


Reciproc, orice funcţie de clasă C! de tipul f = Ø(fis. - -, fa-1) este o inte- 
grală primă a sistemului (2). Într-adevăr, 


Daf = $ ap, Daf A; 


Pentru determinarea integralelor prime ale unor sisteme simetrice 
particulare se utilizează metoda combinațiilor integrabile. În ipoteza că 
există funcțiile 3 : D —> IR, j = 1, . . ., n, de clasă O}, astfel încit Ş, Adz,= 

pasi 


j=l 


Ade 
an dm A a 
Pe Aa 3 AX; 0 


rezultă, df = 0 şi deci f(2,,..., 8a) = 6, în punctele œ din [D caracterizate 
de sistemul simetric, adică f:D —> R, (2i -- -s 8n) > fi -- -3 8n) este o 
integrală primă a sistemului simetric. Expresia 3, 4de; = df, cu condiția 


Y, AX; = 0, se numeşte combinaţie integrabilă. 
r 
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Exemplu. 


Rezultă adx + bdy + cdz = 0, zdz + ydy + zdz = 0 și deci ax -+ by + cez = tp £? -+ y7- 
-+ z? = c}. Fie integralele prime definite prin f(T, y, z) = ax +- by + ez respectiv fa, y, 2) = 


= +y tz şi 
a b c 
J = 
27 29 2z 


matricea Jacobian atașată lui (f1, f). Deoarece 
1 pe A= {(x, y, z)|jay — bx = 0, az— cr = 0, bz— cy = 0} 
2 pe [RS—A 


rezultă că soluția generală a sistemului pe [R? — A este familia de cercuri az + by + cz =y 
T? -+ y? + 22 == cp, Se observă că A este mulțimea poziţiilor de echilibru. 

Observaţii. 1) k(< n— 1) integrale prime funcţional independente determină o sub- 
varietate a lui [R7 cu n—k dimensiuni, iar liniile de cîmp se află complet incluse în această 
subvarietate. 

2) Dacă găsim n — 2 integrale prime funcţional independente fys.. -, fa-gale sistemului 
(2), atunci găsirea soluției generale se reduce la găsirea soluţiei generale a unei ecuații diferen- 
țiale de ordinul intii. 

Pentru a justifica afirmaţia precedentă, fie subvarietatea bidimensională 


rang J = | 


iti eses Lp) = Cire e es fag seo La) = Cao 


Avem un sistem de n — 2 ecuații care definesc pe Tis... Ta-2 în funcţie de tab Ta: 


Er = Pp( Tao Tai Cass es Cao) k = 1,..., n— 2. 
Dar 


Înlocuind pe x, obţinem o ecuație de ordinul unu cu soluția 
Olta- Tat Co oo. ca—2) = Car 


Punind c, = f, rezultă fn-1(®) = Cn- O nouă integrală primă funcţional independentă de 
celelalte. 


Exemplu. Fie sistemul 


dz dy z 
— = = —, 7>0, y>0 
©? è  —azy g? 
dz d d dz 
Din — = D rezultă xy = Cs. Din A Ea găsim 
z —y: — ty y? 
dy dz y? , 
— + — = 0 sau — + G? = cg Deci ty = cp y? + Sayz = tp £ >0, 


ĉi y? 


y >0 este soluția generală a sistemului. 
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3) Avind în vedere principiul reducerii, o integrală primă a unei ecuaţii diferențiale (sau 
sistem) de ordin arbitrar este, prin definiţie, o integrală primă a sistemului de ordinul întîi 
ia care aceasta (acesta) se reduce. 


4) În cazul spațiului cu trei dimensiuni, se utilizează și notaţiile Víz, YJ, 7) = V(X, Y, zji + 
+ v(x, p, Dj kr, y, z2)k, T = xi + yj + zk, d? = dzi + dyj + dzk. Sistemul simetric 


dr dy dz 


vi(T, Y, 2) Va, Y, 2) D(X, Y, Z) 


este echivalent cu ecuația vectorială Vxar = G. 


Exemplu. Fie 


BE 1 a 
Paane R:— {0}, 


e Fi 


dx 
cîmpul electrostatic produs de sarcina gy Liniile de cimp sint soluțiile sistemului — == 
z 


dy dz 
= — = — adică familia de semidrepte x = ¢,9, £ = c37; y = 0, z = 0 ; (x, y, DE [R* — {0}. 


y z 


§2. Stabilitatea pozițiilor de echilibru 
Considerăm sistemul autonom 


da 5 
gg > Anu Za) În. 


Din punct de vedere fizic un asemenea sistem se interpretează, ca fiind 
legea locală de evoluție a unui proces. Punctele œ încare se anulează 
X generează poziţiile de echilibru ale sistemului. Stabilitatea acestor 
poziții ne interesează în mod deosebit. 


Cazul sistemelor liniare cu coeficienţi constanti a fost deja discutat 
în $ 5, Cap. 4. Acest caz este important prin sine însuşi, dar şi prin faptul 
-că situaţii mult mai generale se reduc tot la el. l 

Presupunem X = (X,,..., X„)e CD) şi v= 0 ca fiind o poziţie de 
«echilibru. Avem X,(0) = 0 şi diferențiabilitatea lui X implică 


Xs) = 5 T Oa, +læl Fs), lim F(s) = 0. 


j=l 
Notăm A = a o] şi utilizăm notațiile matriceale. Sistemului 
Ei 
dz 
— = Ag z|| F(a 
PF + li F(a) 
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i se ataşează sistemul liniar omogen cu coeficienţi constanţi 


Teorema care urmează arată că perturbaţia ||| F(s) nu distruge stabilitatea 
asimptotică a poziţiei de echilibru a sistemului liniar omogen. 


2.1. Teoremă. Dacă toate valorile proprii ale matricei A au părțile 
reale strict negative, atunci poziția de echilibru z = 0 a sistemului 


dz 
— = Åv zi Pa 
= 42+ lea) 


este asimptotic stabilă (şi deci stabilă). 

Demonstrația este destul de complicată şi de aceea o ocolim. Ne 
mulțumim cu un exemplu care pune în evidență modul concret de folosire 
a teoremei. 


Exemplu. Se consideră sistemul 


dz 
— = — 10x 4 4 — 4 cos y? 
di 


d 
A S ae —2— pi, (ae IR*. 
at 


Deoarece în jurul originii e? a 1 + z, cos y? œ 1 sistemul liniar atașat este 


dz 

— = — 10r + 4y 
dt 

dy 

Să = 2x —y. 

dt 


Matricea 


are valorile proprii strict negative. De aceea poziția de echilibru (0,0) a sistemului liniar 
omogen este asimptotic stabilă. În consecinţă această poziție este asimptotic stabilă şi pentru 
sistemul inițial. 


$ 3. Hipersupraieţe de cîmp şi ecuaţii liniare cu derivate parțiale 

Fie X = (X,,..., Xn) un cîmp vectorial de clasă Ct pe o mulțime des- 
chisă şi conexă D c IR”. Fie f : ID — R o funcţie de clasă C! şi M: f(e) = e 
o hipersuprafaţă de nivel constant c. Dacă X este un cîmp vectorial tangent. 
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la M (fig. 11), adică (X, grad f)=0 sau Dxf=—0, 
atunci M se numeşte hipersuprafală de cîmp a 
lui X. Explicit, hipersuprafeţele de cimp sint 
caracterizate prin ecuaţia diferenţială, 


(3) Xa) o) 4... + Za) L ta) si 
1 n 


Fig. 11 care poartă numele de ecuaţie liniară omogenă 
cu derivate partiale de ordinul întâi. 
O hipersuprafaţă de cimp mai poate fi privită şi ca fiind o hipersupra- 
față generată de linii de cimp ale lui X. Pe de altă parte, liniile de cimp 
ale lui X sînt soluţii ale sistemului simetric (vezi $ 1) 


(4) ds pt „da, 
X,(2) A,(2) 


numit sistemul caracteristice ataşat ecuaţiei (3). 

Parafrazind discuţia integralelor prime şi proprietăţile acestora rezultă 
că ; 

— orice integrală primă a sistemului (4) este o soluţie a ecuaţiei (3) 
şi reciproc, orice soluţie a ecuaţiei (3) este o integrală primă a sistemu- 
lui (4); 
= — fie fi. 9 fn-a cele n — 1 integrale prime funcţional independen te 
definite de sistemul (2) într-o vecinătate U a unui punct w€ ID în care 
X(29) # 0. O funcție f de clasă O! este o soluţie a ecuaţiei (3) dacă şi 
numai dacă ea este de tipul f=0(f,..., fa-1). Cu alte cuvinte soluția 
generală a ecuaţiei (3) este o funcţie arbitrară de clasă Ci de cele n — 1 
integrale prime funcțional independente ale sistemului (4). 

Aceste consideraţii împreună cu faptul că dacă fis- . -ș fu-a sînt integrale 
prime funcţional independente ale sistemului (4), atunci soluția generală, 
a sistemului se poate scrie în forma 


ful Pa e e e 3 La) = Crs << co n-ai e = 3 Da) = Cr- 


conduc la următoarele concluzii : 

— pentru găsirea soluţiei generale a ecuaţiei (3) este suficient să deter- 
minăm soluţia generală a sistemului (4); 

— pentru obţinerea soluţiei generale a sistemului (4) este suficient să 
găsim n — 1 soluţii funcțional independente ale ecuaţiei (3). 


Exemplu. Să găsim soluția generală a ecuației 


of ôf af əf 
(x — a) — + (y — b) — + (z — ce) — + (t— d) — = 0, t#au 
dz Oy Oz ĝt 
Ataşăm sistemul 
dz dy dz dt 
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Rezultă 


şi deci 


tana =o (I=, e zal axa. 


LA z— a x—a 


Fie f = Ø(fi- - -s fa-1) soluţia generală a ecuaţiei (3) şi M.:9(f.(2),... 
3 Ju-a(2)) = e familia hipersuprafeţelor de cimp. 

Problema lui Cauchy pentru o ecuaţie de tipul (3) constă în determinarea 
hipersuprafeţei de cimp care să conţină o subvarietate cu n — 2 dimen- 
siuni I : gaz. --3 La) = 0, ME.. : 2n) = 0. În anumite condiţii problema 
lui Cauchy admite soluţie unică [19]. Pentru cazurile particulare se observă 
că hipersuprafaţa căutată, poate fi privită ca fiind generată, de liniile de 
cîmp determinate de sistemul (4), f(a) = G- - -, fa-1(8) = Cn-1; Care întil- 
nese pe I. Ecuațiile f,(2) = C.. o fa-1(8) = Ca-u g) = 0, h(a) = 0 for- 
mează un sistem algebric de n +1 ecuații cu n necunoscute Sy, .. -y 8n. 
Eliminînd pe 2... %, obținem condiţia de compatibilitate O(c,,... ., Cn-1)=0 
şi apoi eliminind parametrii €,...,c, găsim hipersuprafața de cîmp 
M :0(f,(7),. ip > fn-1(2)) =0. 


Exemplu. Se dă ecuatia 


ôf ô 9 
(trai pt) L e ap 2L badlani x+y >0, s—y<0,z>0. 
Ox Oy Oz 


Să se determine suprafaţa de cimp care se sprijină pe curba T: < = a y? + 2 = a. 
Soluţie. Relaţiile a + y > 0, x— y < 0 implică y > 0. Asociem sistemul simetric 


dx dy z 
£ +y? 2æy xz 
Rezultă 
dy iz d(x +y) d(x — y) 
— ——— Ei De i > 
2y z (2 + 9) (x — y? 
de unde i 
z 1 1 2 
— = ĉj — — = — 
y z—y t+y Ca 


Integralele prime sint funcţional independente pe mulțimea specificată în enunţ, iar condiția 
de compatibilitate a sistemului 


z? 1 1 2 
z=, Y + =, —=cy ——— = —, 2Z4+y>0, 2z—y<0,2>0 
y z—y z-+y Ca 


este & = ca. Deci M: y? + z2— x? = 0, t +y >00, z—y<0,y>0,z>0. 
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Bcuajiile liniare neomogene cu derivate parțiale de ordinul întîi au forma 


X(f) -a ee + Zla, f) a = F(a, f), 
1 


n 


unde f este funcția necunoscută. În acest caz f se caută sub formă implicită 
O(z, f) = 0, ecuația diferenţială reducîindu-se la o ecuație de tipul (3) 
căreia îi corespunde sistemul simetric 


da, da, df 


Xf) O Elaf) Fef) 


Se află soluția generală a acestui sistem, apoi soluția generală Ø a ecuației 
diferențiale corespunzătoare (liniară omogenă) şi din Ø(w, f) = 0 rezultă f. 


Exemplu. Să găsim soluția generală a ecuației 


8z 
zz — — yz — = r? + y’. 
EX ôy 
Sistemul 
dx dy dz 
tz —yz x? + y? 


admite soluția generală zy = ca %?— y? — 22 = ĉa pe [R?— 0z. De aceea soluția generală 
a ecuației liniare neomogere pe [R? — Oz este definită prin Ø(xy, 2? — y? — z?) = 0. Punctele 
axei Oz sînt pozitii de echilibru. 


§ 4. Metoda rețelei de integrare a ecuațiilor 
cu derivate parțiale 


Pentru simplificare fie ecuația cu derivate parțiale de ordinul întii 


a ZI = F(x,y), unde f este funcția necunoscută de clasă C! pe 
æ ôy 
[a, b]X LO, T] care satisface condiția iniţială f(s, 0) = g(x). Constanta 


a este dată, iar F şi g sînt funcții 
T de clasă O! cunoscute. Această pro- 
PECETE Ia blemă are soluția exactă f(v, y) = 
4 
| ha bd | |] 
| | | Jagad || 
EIA 
j R de integrare printr-o rețea drept- 
unghiulară de pas dublu h, k(h>0, 


= g(æ — ay) + (nu ay + w, t) dt. 
Fig. 12 k >0 convenabil alese, fig. 12), 


0 
Metoda numerică de integrare, nu- 
mită metoda reţelei, constă în urmă- 
toarele: se înlocuieşte domeniul 
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adică printr-o mulțime discretă de puncte M,, de coordonate z, = ph 
Şi Y, = qk, pP;q€ Z, q > 0, numite nodurile rețelei; se acoperă domeniul 
de integrare [a, b]x [0, T] cu o reţea de dreptunghiuri cu laturile para- 
lele cu axele şi de lungimi egale cu multiplii întregi de h și respectiv 
k şi apoi se determină valorile funcţiei f în nodurile reţelei. Algoritmul 
este următorul : se fixează h şi k, se notează Fp, = F(ph, kg), 9» =9(ph), 


na =f(Phs qk) şi se înlocuiește problema Cauchy a 4 + a =F(%, y), f(x, 0)= 
æ ôy 


= g() prin sistemul įde ecuații cu diferente finite a + fi = 


= Fra fo = 9» în care a, Foa» 9p Sint numere reale cunoscute, iar 
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şirul (fa) P, 4E Z, 4 > 0, este un şir dublu de numere reale care se de- 
termină. Primul raport din acest sistem aproximează pe i , iar al doilea 


y 
; - , 2 : A : A anala 
raport aproximează derivata a. Prima ecuaţie a sistemului se serie şi 
ki 


sub forma fo = (1 + ak/h)foa—a Ž fara +EFpa Luind q = 0 obţinem 


k k . 
foa= (1 + aklh)fap — a q Înot Foo = (1 + ak[h)9, — ii Ip HEFp, o 
care dă valoarea f,,+ deoarece membrul drept al acestei egalități este cunos- 
cut. Mai departe, pentru g = 1, avem f,a—(1 ral fa Aiud Ai 
13 


care are membrul drept cunoscut deoarece pe f, îl ştim de la pasul 
anterior. 


4.1. Teoremă. Dacă paşii reţelei b şi k satisfac condiţia 0 < — ak/h < 1, 
atunci sup | fpa — fiph, qk) | < nk | (h, k) |, unde „Lima v (h, E) =0, nE N; 


n = itat. 

Această inegalitate constituie o evaluare a erorii în formula aproxima- 
tivă fiph, ka) = fre 

În concluzie teorema afirmă că dacă h, k —> 0 şi n este suficient de migi 
determinat de condiția nk = constant, atunci lim SUD | fosa — fiph, qk) = 


şi deci metoda numerică a reţelei este convergentă, Schema logică pentru 
algoritmul metodei este dată în fig. 13. 


$ 5. Hipersuprafețe ortogonale liniilor de cimp și ecuații Pfaff 


Fie X = (X; --., Xn) un cîmp vectorial de clasă C! pe o mulțime des- 
chisă şi conexă D c [R”. Fie f: ID — R o funcție de clasă C? şi M : f(s) = ¢ 
o hipersuprafață de nivel constant c. Dacă X este coliniar cu grad f, adică 
J3 à: [D —> R de clasă O! astfel încît X = à grad f (fig. 14), atunci M se 
numeşte hipersuprafajă ortogonală liniilor de cîmp ale lui A. Deoarece 
(dz. . -, dz.) este un vector din planul tangent la M în punctul æ, rezultă 
că o hipersuprafață ortogonală liniilor de cimp ale lui X satisface ecuația 

+ X„(0)dz, context în care ecuaţia Ptait se 


JE X= gradf 
scrie simplu o = 0. 


f 

I 

| Precizare. Soluţiile unei ecuații Pfaff sînt 
mulțimi de puncte din [D (hipersuprafeţe 

Fig. 14 olonome san neolonome). 


(5) - X(sjde, +... + X,la) de, = 0, 


numită ecuație Pfaff. 
Uneori în loc de cîmpul vectorial X = 


(Xa. - ., Xa) este preferată utilizarea l-formei 
diferențiale ataşate o = X,(s) de, + + 
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5.1. Teoremă. Dacă [D este un interval n-dimensional şi dacă 25, (2) = 
Li 


= ai (2), Y £E D, ij = 1,...,n, atunci funcția f: ID —> R definită prin 


Oz, 
flo) = | lu. --, ada, + | DAAE TEE a TAE EET 
Tn 


Xall <. -3 Dn-1,0Y Dr) dz, 
Ly = (Tios = -s ao) E ID, are proprietatea df = Xda, +...+ Xade, şi deci 
soluţia generală a ecuației Pfaff este definită prin f(e) = c. 
Demonstraţie. Se observă că 
3f H 4 SA = (E d De ) = 
(2) = X(®), st Li. 3 Cada H Xa(o Pa: La) = 
da, GEF 


710 


za 
X îX> y 
(2: ..3 Pad, +- Xa(£io Lay. ..9 La) = dz E CAT t.9 LAL + 
2 "I 


410 +10 


| 
UP a: 
©% 


+ X(äio o.. -y La) = X(x) ete. De aceea ecuaţia (5) este echivalentă 
cu df(a) = 0, iar aceasta este echivalentă cu ecuația f(x) = c. 


5.2. Teoremă. Dacă D este o mulțime convexă şi dacă pa Ta = 
ôx; ar A i 

= —— (9), Yve D, ij = 1,..., n, atunci funcția f:D —> R, iai = 
CTi 


1 


-| (X(zo Hi8 — 200), 2 — £o) dt, £o = (ros: - -s Vro) € ID, are proprietatea 


o 
df = Ada, +... = Ad, şi deci soluţia generală a ecuaţiei (5) este defi- 
nită prin f(s) = e. 

Demonstraţie. Notăm u(t) = Sio + tlt: — Soh t= Li... U(t) = 
= (w(t), . -, Wa(t)). Rezultă 


a Xli), s — a) X,(u(t)) dt = 


== (E 22 ui A Puiu) r — a X (u(t)) di = 
J j 


Zi Gu 
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1 
ôX, 


g 2o) dt + | utar 5 | yS Sat (400) (aia + 
0 


tæl 


1 
+ | Ecua = (tinem seama că 3X, = ôX, ) 
3 uy Li 


-hig 2 ga Sa 0) (ze — zio)dt + | uoan = |: Š xua F 
ð 0 


+à xua (integrăm prin părți), X,(u(1)) = X(x). 
0 


Cu aceasta teorema devine evidentă. 
Ecuațiile is r care mulțimea [D este conexă și simplu conexă, 


iar 2x LAr j a Š; (£), Y xe ID, adică X este un cîmp potențial sau echi- 


adet “forma, (5) este exactă, se numesc ecuații diferenţiale exacte. 
Fie [D o mulţime deschisă conexă și simplu conexă. Uneori există o funcţie 
nenulă u :[D —> R de clasă C! astfel încît 


u(2)X(mda, +.. -+ u(0) X„(0)da, = 0 


să fie o ecuaţie diferenţială exactă. Funcţia u se numește factor integrant 
și satisface sistemul cu derivate parţiale 


aluX:), y _ êle) 
a, (2) = dz, (2) 


Ecuațiile diferențiale exacte și ecuaţiile Pfaff care admit un factor inte- 
grant se numesc ecuaţii complet integrabile. Soluţia unor asemenea ecuații 
depinde de o constantă arbitrară. Cu alte cuvinte cimpurile vectoriale 
corespunzătoare unor ecuaţii complet integrabile admit o familie cu un 
parametru de hipersuprafeţe ortogonale liniilor de cîmp. 

O ecuaţie Pfaff în două variabile este complet integrabilă (vezi Cap. 1, 
$ 6). În general, ecuaţia œ = 0 este complet integrabilă dacă şi numai 
dacă w A do = O[41] (bineînțeles, se presupune că mulţimea pe care 
lucrăm este conexă şi simplu conexă). 

Presupunem că ecuația Pfaff nu este complet integrabilă, adică X 
nu posedă o familie cu un parametru de hipersuprafeţe ortogonale liniilor 
de cimp. O asemenea ecuaţie Pfaff defineşte o infinitate de curbe inte- 
grale al căror ansamblu se numește hipersuprafaţă neolonomă. 


Exemplu. În [R?, ecuaţiile co, = zdz — ydy = 0, og = zdy — zdz = 0 reprezintă respectiv 
suprafețe neolonome. Într-adevăr ele nu sìnt complet integrabile 


©, A ào = — ydr A dy A dZ, Og A dO = — zT A dy A dz. 
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Intersecţia celor două suprafeţe neolonome constă din soluţiile sistemului simetric (echivalent, 
sistem liniar cu coeficienţi co: stanţi) 


adică din liniile de cimp ale lui gi + zi + zk. 


Observație. Revenim la ecuația Pfaff X,(x)da, + asi + Xp(a0)dz, = 0 şi presupunem 
X(D)A0. Înlocuind pe Ty.. ., £y—1 CU Up.. -s Upg Și pe 2p cu Z ecuaţia precedentă se poate 


i X 
transcrie sub forma dz = fu -Up= p Zu +. -e+ faalo Upop Dp- h= za 
“n 


i= 1,... n— 1. De aceea o ecuaţie Pfaff este echivalentă cu sistemul 
Oz 


— = fiu e o Ugn 2), i= 1;. e, n— i. 
du, 


Dacă mulțimea [D este deschisă, conexă şi simplu conexă, atunci condiţiile de complet inte- 
grabilitate ale sistemului sint 


z dz 


du; 0u,  0u,0u, 
sau echivalent ` 
h o hi 


ðf: 
2h Ap = + fp bi en 
ôu; ôz du, ôz 


Presupunem că există două cîmpuri scalare à şi f astfel încît X = A grad f. 
Dacă à şi f sînt funcțional independente, atunci cîmpul vectorial X se 
numeşte biscalar. Dacă A şi f sint funcțional dependente, atunci se dove- 
deşte că X este un cîmp potențial. Discuţia precedentă arată că X este 
un cîmp biscalar sau potențial dacă şi numai dacă admite o familie 
cu un parametru de hipersuprafețe ortogonale liniilor de cîmp. 


5.3. Teoremă. Fie [D o mulțime deschisă, conexă şi simplu conexă 
din R? şi X = (X, Xa As) un cîmp vectorial pe ID de clasă Cl. O con- 
diție necesară şi suficientă ca X să fie biscalar, adică ecuația Pfaff 
X(x, y, 2de + X(x, Y, dy + Xala, y, 2)dz = 0 să admită un factor inte- 
grant, este (X, rot X) = 0. 


Demonstrație. Fie X = 1 gradf. Rezultă rot X = grad Axgradf şi 
deci (X, rot X) = 0. 

Presupunem (X, rot X) = 0. Această relație arată că suprafețele orto- 
gonale liniilor de cîmp ale lui X trebuie căutate printre suprafețele de 
cîmp ale lui rot X (suprafețe de virtej). Fie g,(®%, Y, Z) = Ci P8, 9,2) = Ca 
liniile de cîmp ale lui rot X (linii de vîrtej). Avem (grad g, rot X)=0, (grad pz, 
rot X) = 0, care împreună cu ipoteza implică „coplanaritatea'* cîmpurilor 
vectoriale X, grad p; grad pz adică X=—a grad p; + P grad pa a° -+ p? #0. 
Aceasta permite transcrierea ecuației Pfaff sub forma «de, 4 Bdo, = 0. 
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Să arătăm ar bineînțeles pentru 8 # 0, depinde numai de funcțiile 
pı Şi pə. Într-adevăr, relațiile X = «grad p, + grad ep, (X, rot X) = 0 
implică ( grad s grad ọ,X grad 2) = 0, iar acest produs mixt reprezintă, 


Jacobianul funcțiilor A 9, Şi ea. Rezultă E = E(ou 92) și deci SPa +HE( p192) = 


Pı 
= 0. Soluţia generală a acestei ecuații, Ø(P1; p) = ©, reprezintă familia 
suprafețelor ortogonale liniilor de cîmp ale lui X. Cind este cazul, 
din identitatea X = ìàgrad Ø se găseşte >. 


Exemplu. X(x, y, z) = (yz, x(z — 2), — xy), x > 0, y > 0, este un cimp biscalar. 
Într-adevăr 


9 9 9 0 ð 
rot X (7, p, 2) = | — (— sy) — — (z(z— 1x) — (0) — — (— ty) — (a(z — 2) — 
ðy Oz Oz Ox Jx 


9 
— — (92) | = (— 2x, 29, — 2x) 
ðy 
și deci (X, rot X) = 0. 

Familia liniilor de virtej ale lui X este soluţia generală a sistemului 


dx dy dz 


Do E l ? 


—r y —x 
adică xy = cu, X— z= Cp. Rezultă 
X(x, j, 2) = e grad (ay) + 8 grad(z — 2) = a(y, x, 0) + B(1, 0, — 1) 


și prin identificare găsim œ = z— x, B = xy, adică X(x, y, 7) = (z — a) grad (xyg)+ xy grad 
(2 — 2). 

Ecuația yzdar + „(2 — 2)dy — xydz = 0 se transcrie (z — 2) (xy) + zyd(2 — z) = 0 și deci 
xy = e(x — 2) reprezintă familia suprafețelor ortagonale liniilor de cîmp ale lui X. 


Din identitatea 
ziy 


X = A grad —— 


e t 


rezultă à = — (x — z}. 


§6. Probleme 


1. Să se cerceteze care dintre următoarele cîmpuri vectoriale sînt complete 
1) X(x Ta) = (1,0), (£i 2a)€ [R? 


2) Xa 23) = (1, 0), (2 22)€ [R? — {(0, 0) 
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3) X(t 22) = (— Xz 2), (a ta)E€ [R" — {(0, 0) 
4) X(t Za) = (1 +23,0), (£x ze R?. 


2. Considerăm cîmpul vectorial definit pe [R° prin X(x}, za) = (1, 0). Pentru 1E [R și pEIR?, 
notăm @,(P) = &p(t) unde a, este linia de cìmp maximală a lui X prin p. 
1) Să se arate că ọ; :R? >R? este bijectivă. Ce semnificație geometrică are e? 
2) Să se verifice relațiile 
9o = id, 


Pire = P Po OVI sER 
P= 9} ViEeR 


(Rezultă că t —> ọ, este un homorfism de la grupul aditiv al numerelor reale în grupul bijec- 
ţiilor planului). 

Aceeași problemă pentru X(z,; Xa) = (To 2 (2 72)€ [RF 

3. Se dau cimpurile vectoriale definite respectiv prin : 


1) Via, Y, z) = ra + z(2x — y)j — a5k, x0, z#Æ0; 

2) Va, y, z) = (y + zji — (2 + 2) j -+ z?(y — x)k, xyz 40; 

3) Vix, y, 2) = azi + yzj — (a2 + jk, x>0, y>0, z>0. 
Să se determine familiile liniilor de cimp. 

å. Să se cerceteze stabilitatea poziţiilor de echilibru pentru 


1) x = sin (£ + y), y = 7—1; 
2) x’ = 1 — xy, y’ = x — y’. 


5. Fie V spaţiul vectorial real al funcțiilor reale de clasă C* pe DC R? și fie 
J :V>V funcția definită prin 


ð 9 ð 
Tf) = EEE (y+ 22) 2L + (3y + 42) SAI 
Oz 9y ðz. 


1) Să se arate că 7 este o transformare liniară. 
2) Să se determine Ker 7. 
3) Să se rezolve ecuația F (f) = f. 
6. Pentru fiecare dintre următoarele cimpuri vectoriale să se determine suprafața de cimp: 
ce trece prin curba specificată. 
1) V(x, y, z3) = zy -+ aj + (2? -+ y (z, y, 2)€ [R — i (0, 0, 0}, C: 2? + y? = 4, z=1, 
ery = ip Fri i z , 
2) V(x, y, 2) = x(1 — 2y2)i -+ y(1 + 2a2)j + 22(22 -+y°)k, — > 0, -— > 0, C:zy= a, 
a b 


SaD; 


7. Să se determine soluțiile generale ale următoarelor ecuații : 


z z 
zy? -— + ty —— = a(x? + y’) #0; 
ðr ây 
z Oz y? 
zt — + 3y —=4 »%#0. 
Oz Oy a? 


3. Folosind metoda reţelei să se aproximeze soluţiile ecuaţiilor: 


of əf 


1) — = — , f(x, 0) = sin zz, (z, y)E [0, 1]x [0,1], h = k = 0,2; 
ôx ôy 
wa Tr ôf 
2) 2——3—=z+y f(z, 0) P= x(2 — 2), (z, y)E [0, 2]x [0,2] n = k = 0,1; 
ðr 9y 
of , of ` 
3)7 ai + pei = ysin x, f(x, 0) = cos x, (x, y)E [0,1] X(0, 1/2], h = 0,05; k mol. 
T Y 


9. Să se găsească soluțiile generale ale următoarelor ecuații Pfaff : 
1) s(a} + 23 — dz + za(22 + 22 + addza=0, (z, ze R? 


Zita — 


1 
2) (ez + 1dx, + ceia dt = 0, (Xp x2)E [R* — 0z 


în( 13) 


1 
3) X Eer - ol = 0, zu To 23 >0. 


Tar Ta -+ T3 Tı 
10. Fie V(x, y, z) = 2221 + yj) — (2? + y?)k. 


1) Să se determine suprafețele ortogonale liniilor de cimp şi să se scrie V sub torma v= 


2) Să se găsească funcțiile ọ pentru care Xis, y, 2) = 2z(x1 + vi) + Q(x, y, z)k admite Supra- 
feţe ortogonale liniilor de cîmp. 


15. 


17. 


27. 


BIBLIOGRAFIE 


J. Acher, J. Gardelle, Algèbre linéaire et programalion linéaire, Dunod, Paris, 1970. 
T. M. Apostol, Calculus, vol. II, Blaisdell Publishing Company, 1969. 

V. I. Arnold, Ecuaţii diferenţiale ordinare, Editura științifică și enciclopedică, Bucureşti, 
1978, 

Gh. Atanasiu, Geometrie diferenţială, Litografia Univ. Brașov, 1979, 

N. Bakhvalov, Methodes numeriques, Editions Mir Moscou, 1976. 

V. Boju, Geometrie pe varietăţi, Editura Scrisul românesc, Craiova, 1978. 

M. Berger, B. Gostiaux, Geomtlrie différentielle, Armand Colin, Paris, 1972. 

R. M. Bowen, C.C. Wang, Introduction to vectors and tensors, vol. 1, 2, Plenus Press,. 
New York, London, 1976. 

M.Craiu,M.Roșculeţ, Ecuaţii diferențiale, Editura didactică și pedagogică, Bucureşti,. 
1971. 

I. Creangă și colectiv, Algebră liniară, Editura didactică și pedagogică, 1970. 


. V. Cruceanu, Elemente de algebră liniară şi geometrie, Editura didactică și pedagogică,. 


1973. 

Gh. Dodescu, M. Toma, Metode de calcul numeric, Editura didactică și pedagogică, 
Bucureşti, 1976. 

P. Dragomir, A. Dragomir, Structuri algebrice, Editura Facla, 1975. 


. N. Efimov, Formes quadratigues et matrices, Editions Mir Moscou, 1976. 


Gh. Galbură, F. Rado, Geometrie, Editura didactică şi pedagogică, Bucureşti, 
1979. 


. Noël Gastinel, Linear numerical analysis, Academic Press, 1970. 


Gh. Gheorghiev, V. Oproiu, Varietăţi diferențiale finit şi infinit dimensionale, 
Editura Academiei R.S.R.. 1976. 

Gh. Th. Gheorghiu, A gebră liniară, geometrie analitică şi diferențială și programare, 
Editura didactică şi pedagogică, Bucureşti, 1977, 

A. Halanay, Ecuaţii diferenţiale, Editura didactică şi pedagogică, Bucureşti, 1972. 


„ S. Ilanuș, Curs de geometrie diferenţială, Litografia Univ. București, 1981. 


Ion D. Ion, R. Nicolae, Algebră, Editura didactică și pedagogică, București, 1981. 
N. Jacobson, Lectures in abstract algebra, II. Linear algebra, Springer-Verlag, 1975. 
M. Jurchescu, Introducere în analiza pe varietăţi, Litografia Univ. București, 1980.. 


„N. V. Kopehenova, I. Maron, Computational mathematics, Editions Mir, Mos- 


cou, 1975. 
J.F.Lelong, J.M. Arn aud iés, Equations différentielles, intégrales multiples, fonctions 
holomorphes, Dunod, Paris, 1974. 


„ N. Mihăileanu, Geometrie analitică, proiectivă şi diferenţială, Editura didactică şi peda- 


gogică, Bucureşti, 1972. 
C. Mihu, Metode numerice în algebra liniară Editura tehnică, București, 1977. 


„+ R. Miron, Introducere în geometria diferenţială, Litografia Universităţii Iași, 1971; Geome- 


trie analitică, Editura didactică și pedagogică, Bucureşti, 1976. 


347 


I. Morris, W. Hirsch, S. Smale, Differential equations, dynamical systems and linear 
algebra, Academic Press, 1974. 
V. Obădeanu, El. de alg. liniară și geom. analitică, Editura Facla, Timișoara, 1981. 


. V. Olariu, Analiză matematică şi matematici speciale, Litografia I.P.B., 1979—1980 ; 


Analiză matematică, Editura didactică și pedagogică, București, 1981. 
V. Oproiu, Geometrie, Litografia Univ. Iaşi, 1980. 
B. O'Neill, Elementary differential geome sy, Academic Press, 1970. 


. D.I Papuc, A.C. Albu, Elemente de geometrie diferențială globaiă, Editura didactică 


şi pedagogică, Bucureşti, 1973. 

L.S. Pontriaghin, Obiknovenie diferențialnie urovnenie, Nauka, 1974. 

I.P. Popescu, Lecţii de geomelrie diferenţială, Litogratia Univ. Timişoara, 1973, 
Elemente de geometrie analitică, Litografia Univ. Timişoara, I, 1978; II, 1979. 


7. C. Radu, Algebră şi geometrie, Litografia I.P.B., 1976. 
. C.Radu,E.Cioară, Programarea în FORTRAN, metode numerice de calcul, Litografia 


IPB, 1979. 


. L. Smith, Linear algebra, Springer-Verlag, 1978. 


N. Teodorescu, V.Olariu, Ecuaţii diferențiale şi cu derivate parțiale 1, II, HI, 
Editura tehnică, Bucureşti, 1972. 

C. Teleman, Geometria diferenţială şi globală, Editura Tehnică, 1974. 

J.A. Thorpe, Elementary Topics in differential geometry, Springer-Verlag, 1979. 

C. Udrişte, Probleme de algebră liniară, geomelrie analitică şi diferențială, Editura didac- 
tică și pedagogică, Bucureşti, 1972. 


„C. Udrişte, Curbe şi suprafeje, Litografia I.P.B., 1975. 
„ C. Udrişte, Analiză matematică, Litografia I.P.B., 1978. 
. C. Udrişte,C. Bucur, Probleme de matematici şi observaţii metodologice, Editura Facla, 


Timişoara, 1980. 


„ C. Udrișşte,E. Tănăsescu, Minime şi maxime ale funcțiilor reale de variabile reale, 


Editura tehnică, București, 1980. 


¿C Udrişte.C. Radu, C. Dicu, O. Mălancioiu, Probleme de algebră, geometrie 


şi ecuaţii diferenţiale, Editura didactică și pedagogică, Bucureşti, 1981. 


„ C.Udriște, V.Tomulean u, Geometrie analitică, manual pentru clasa a XI-a, Editura 


didactică și pedagogică, București, 1981. 


- V. Voievodine, Algèbre lintaire, Editions Mir, Moscou, 1976. 


Gh. Gh. Vrinceanu, G. Mărgulescu, Geometrie analitică, Editura didactică și 
pedagogică, București, 1973. 


Plan editură Nr. 9189 
Coli de tipar; 21,i5 
Bun de tipar; 18.10.82 


c. 625—I. P. INFORMAŢIA 
Sir. Brezoianu Nr. 23--25 
Bucureşti 


